
Probabilités et Extrêmes TD II.b

TD II : Espérances et lois conditionnelles (supplément)
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Exercice 1 (Questionnaire).

Soient (Ω; 𝒜; 𝑃) un espace de probabilité, 𝑋 et 𝑌 des v.a.r., 𝑇 une v.a. à valeurs dans ℝ𝑑.
Que peut-on dire, sous réserve d’hypothèses d’intégrabilité adéquates, des espérances

conditionnelles suivantes :

1. 𝔼(𝑓(𝑇 ) ∣ 𝑇 ) avec 𝑓 ∶ ℝ𝑑 → ℝ borélienne,
2. 𝔼(𝑋 ∣ 𝑇 ) avec 𝑋 𝜎(𝑇 )-mesurable,
3. 𝔼(𝑋𝑌 ∣ 𝑇 ) avec 𝑋 𝜎(𝑇 )-mesurable,
4. 𝔼(𝑓(𝑋) ∣ 𝑇 ) avec 𝑓 ∶ ℝ𝑑 → ℝ borélienne, 𝑋 et 𝑇 indépendantes,
5. 𝔼(𝔼(𝑋 ∣ 𝑇 )),
6. 𝔼[𝑆10|𝑆8] lorsque 𝑆𝑛 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖 et les (𝑋𝑖)𝑖≥1 sont i.i.d.,
7. 𝔼[𝑆31 ∣ 𝑋1] lorsque 𝑆𝑛 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖 et les (𝑋𝑖)𝑖≥1 sont i.i.d.,
8. 𝔼[Π4 ∣ Π2] lorsque Π𝑛 = ∏𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖 et les (𝑋𝑖)𝑖≥1 sont i.i.d.,
9. 𝔼[𝜙(𝑋, 𝑌 ) ∣ 𝑌 ] lorsque 𝑋 et 𝑌 sont indépendantes,

10. 𝔼[𝑓(𝑆2 + 𝑋8) ∣ 𝑆2], lorsque 𝑆𝑛 = ∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 et les (𝑋𝑖)𝑖≥1 sont i.i.d.

Exercice 2.

On considère un processus de Galton-Watson de loi de branchement

ℙ(𝜉 = 0) = ℙ(𝜉 = 2) = 1/2.

issu à la génération 0 d’un unique individu ancestral. On note 𝑍𝑛 la taille de la population à
la génération 𝑛.

Exprimer 𝔼[(𝑍2 − 1)2 ∣ 𝑍1].
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