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Exercice 1.

i. Est-il vrai qu’une fonction croissante sur ℝ est toujours mesurable ?
ii. Si 𝑋, 𝑌 sont indépendantes, de lois à densité sur ℝ, est-il vrai que ℙ{𝑋 = 𝑌 } = 0 ?

Exercice 2. Soit 𝑋 une variable aléatoire réelle, dont la loi admet une densité 𝑓 par rapport
à la mesure de Lebesgue. Soit 𝑎 un réel positif et 𝑏 un réel quelconque.

i. La loi de la variable aléatoire 𝑎𝑋 + 𝑏 admet-elle une densité ?
ii. Si oui, exprimer cette densité en fonction de 𝑓, 𝑎, 𝑏.

Exercice 3. Sur un espace de probabilité (Ω, ℱ, 𝑃), on dispose d’une famille infinie de va-
riables aléatoires indépendantes 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, … toutes distribuées selon la loi exponentielle
standard (densité e−𝑥 sur [0, ∞)).

On définit 𝑌𝑛 = ∑𝑛
𝑖=1 (𝑋𝑖/𝑖 − 1

𝑖 ) pour tout 𝑛.

i. Calculer l’espérance et la variance de 𝑌𝑛.
ii. La suite (𝑌𝑛)𝑛 converge-t-elle dans ℒ2 ?
iii. Si oui, pouvez-vous caractériser la loi de la limite ?

:: : {#exr- name=“ “} (Inégalité d’association)
Soit 𝑋 une variable aléatoire réelle sur un espace de probabilité (Ω, ℱ, 𝑃) et 𝑓, 𝑔 deux

fonctions croissantes positives sur ℝ.
Montrer que

𝔼 [𝑓(𝑋)𝑔(𝑋)] ≥ 𝔼 [𝑓(𝑋)] × 𝔼 [𝑔(𝑋)] .

Exercice 4. Soit 𝑋1, … , 𝑋𝑛 une suite de variables aléatoires i.i.d. selon une loi exponentielle.
On note (𝑋𝑖,𝑛)𝑖≤𝑛 le réarrangement croissant de 𝑋1, … , 𝑋𝑛, (les statisques d’ordre)

i. Quelle est la loi de 𝑋1,𝑛, le minimum ?
ii. Quelle est la loi de 𝑋2,𝑛 − 𝑋1,𝑛 ?
iii. Quelle est la densité jointe de la loi de (𝑋𝑖,𝑛)𝑖≤𝑛 ?
iv. Quelle est la densité jointe de la loi de (𝑋𝑖,𝑛 − 𝑋𝑖−1,𝑛)𝑖≤𝑛 avec la convention 𝑋0,𝑛 = 0 ?

Exercice 5. Soit 𝑋 une variable aléatoire distribuée selon une loi binomiale de paramètres 𝑛
et 𝑝 ∈ (0, 1). Montrer que

1
𝔼𝑋 + 1

< 𝔼 1
𝑋 + 1

≤ 1
𝔼𝑋 + 𝑝

.

Montrer que si 𝑋 est distribuée selon une loi de Poisson

𝔼 1
𝑋 + 1

= 1 − e−𝔼𝑋

𝔼𝑋
.

On note 𝐸 l’événement {𝑋 > 0} montrer que

𝔼𝑃(⋅|𝐸) [ 1
𝑋

] ≥ 𝔼 1
𝑋 + 1

.
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Exercice 6. Le jeu oppose un présentateur à un candidat (le joueur). Ce joueur est placé
devant trois portes fermées. Derrière l’une d’elles se trouve une voiture et derrière chacune des
deux autres se trouve une chèvre. Il doit tout d’abord désigner une porte. Puis le présentateur
doit ouvrir une porte qui n’est ni celle choisie par le candidat, ni celle cachant la voiture (le
présentateur sait quelle est la bonne porte dès le début). Le candidat a alors le droit d’ouvrir
la porte qu’il a choisie initialement, ou d’ouvrir la troisième porte.

On suppose que l’organisateur du jeu place la voiture uniformément au hasard derrière
l’une des trois portes avant la partie.

Les questions qui se posent au candidat sont :

i. Que doit-il faire ?
ii. Quelles sont ses chances de gagner la voiture en agissant au mieux ?
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