Probabilités et Extrémes TD I

TD II : Espérances et lois conditionnelles

22 Septembre 2025-26 Septembre 2025
— Master I Isifar
— Probabilités

Exercice 1 (Espérance conditionnelle/tribu atomique).

Cours

Espérance conditionnelle par rapport a une tribu engendrée par une partition dénom-
brable.

1. Soit (4,,,n € N*) une partition de Q et F = o(A4,,,n > 1) la tribu engendrée par les
A,,,n > 1. Rappelons qu’une v.a.r. Y est F-mesurable si et seulement si il existe une
suite de 1éls (a,,) telleque Y =3 _ a,1, . Exprimer E[X | F].

n>1 """
2. Soient X,Y deux variables i.i.d. ~ Ber(p). On considére § = o({X +Y = 0}). Calculer
E[X | G],E[Y | G]. Les variables obtenues sont-elles toujours indépendantes ?

Solution

1. Nécessairement Y := E[X | F] est F-mesurable et donc on peut le chercher sous
la forme Zn21 aply .
Comme A,, € F on doit nécessairement avoir de plus
E[X1, |=E[YT, ]=a,P(4,),
car (A,,,n > 1) est une partition de €. On déduit que
E[XT, ]

=— o>
“= P4, "=
et donc
E[X0, ]
E[X | F]= — 0y, .
2 P(,)

1.Ona G={0,{X =Y =0},{X =1} U{Y = 1},Q}, et on est dans la situation
précédente avec une partition a deux éléments non dégénérés A, = {X =Y =
0}, A, = A ={X =1} u{Y =1}.

On a donc

E[XD,] E[X04,]
EXVST =) 't B,
-2,

en utilisant que E[X1, ] =0,E[X1, ] = 3,P(4;) = 5.
Par le méme raisonnement (X et Y jouent des roles symétriques)

2
LY | 9] = 31a,

On obtient que E[X | G] = E[Y | §] = 2I A, Ces variables ne sont clairement pas
indépendantes.
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Exercice 2 (Conditionnement continu).

Soient (X,Y) un couple de v.a. réelles intégrables de densité jointe f, g : R> — R borélienne
telle que g(X,Y) € L.
Rappeler 'expression de ¢, 1) telles que

Elg(X,Y) [ Y] =¢(Y), Elg(X,Y)[X] = ¢(X).

1. On considere (X,Y) de densité jointe f(x,y) = %1{0@3%1}. Quelle est la loi de X7
Calculer la distribution conditionnelle fy |y de Ysachant X. Calculer P(X 21Y2 <1]X),
puis en déduire P(X? + Y2 < 1).

Pour simplifier l’expression obtenue on pourra utiliser que z — V1—x22 —
tanh ' (V1 —22) = V1 — In(14v1—2a?)+ $In(1 —v1—2?2) est une primitive

\/T

de z —

2. Dans le cas général, montrer que E[E[Y|X]] = E[Y]. Que vaut E[Y] dans I'exemple de
la question précédente ?

3. Montrer, dans le cas général, que
E[E[Y[X]g(X)] = E[Yg(X)],

pour toute fonction g telle que les deux espérances sont définies. Que vaut E[Yg(X) | X]7

Solution

Lorsque (X,Y) a densité jointe f, rappelons que si on pose

flz,y) .
o fxplzly) = { G Sifyly) >0 |

0 sinon

LY i fo(z) >0
fyix(y|z) = {f’f(” X

0 sinon

sz/d%w&Mwwﬂm’M@z/ﬂ%whwaM%
R R

alors

Elg(X,Y) [Y]=o(Y),  Eg(X,Y)|X]=4(X).

Montrons par exemple la deuxieme assertion : si A € o(X), i.e. il existe B € B(R) tel
que A= X"YB), et I 4(w) =5(X(w)), de sorte que (I'usage de Fubini & la troisiéme
ligne ci-dessous est justifié car (z,y) — [g(z,y)|lg(x) est P x y-intégrable puisque
(z,y) = lg(z,y)| V'est ) :

Elg(X, V)4l = [ gz, y)igx)f(z,y)dzdy

2

=

9(z, y)fY\X(?J | 2) fx(z)lg(2)dzdy

T~ T

/gxthw\@>%@ﬁﬂwm
R

I
i
=
><
I
s
=
s
=

comme souhaité.
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Solution (suite)

1. X a densité a pour fy avec fy nulle en dehors de [0, 1] et

fx(:v>=/f(w,y)dy=i/ dy=1,0<z <1,
R 0

on déduit que X ~ Unif{0, 1].
Par ailleurs

1
fY\X(y | ) = gﬂ{ogygx}-

Remarque : Cela signifie que sachant X, Y ~ Unif[0, X].
On en déduit

si X <L

S

1
2 _ —
P(X +Y2s1|x>—n><Y2s1—X2|X>—{ e
X S1NOoI1.

On a alors, puisque X ~ Unif|0, 1], et en utilisant l'indication

P(X?+Y2<1)=EP(X?+Y2<1]|X)]

1 'V1—2a?
V2
1 1 1 !
:ﬂ+[m_2m<l+m>+2m<l_m>]12
1 11 1 1 1
_ﬂ_2+21n(1+ﬂ>_21n(1_ﬂ> —ln(\/§+1).

Solution (suite)

1. Comme Y est intégrable on peut appliquer Fubini a la troisiéme ligne ci-dessous et
se servir du fait que V(z,y) € R?, fx(x)fy|x(y | ) = f(x,y) pour voir que

EIEY | X)) = Ep(0)] = [ v(a)x()ds

— [ [utvxty | 21aus(a)do
R YR

=/ yf(x,y)drdy = E[Y]
R2

Dans I'exemple précédent on a E[Y | X] = % et donc

EX] 1
EY]=E[EY | X]] = — = -.
2 4
1. On peut appliquer Fubini & la troisieéme ligne ci-dessous car E[|Y g(X)|] < oo, et

se servir du fait que V(z,y) € R, fx(z)fyix(y|z) = f(z,y)
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E[E]Y | X)g(X)] = Ep(X)g(X)] = / b(a)g(e) fx(@)da
= //ny|X y | z)dyg(z) fx(z)dx
- / ug(2) (2, y)dady = EYg(X)
Pour B € B(R), quitte & considérer la fonction § = g, on déduit

E[Y g(X)1p(X)] = E[(X)g(X)l]

de sorte que

E[Yg(X) [ X] = g(X)E[Y | X] = g(X)9(X)

Exercice 3 (Partiel passé).

Partiel passé

Soient 0 <r <p<1telsquel—2p+r>0.
Soient X, X, tels que

PX,=1,X,=0)=p—r, P(X;=0X,=0)=1—2p+r.

1. Quelle est la loi de X, 7 celle de X, ?
2. Calculer Y = E[X] | X,] et vérifier que

v P= avec probabilité 1 —p
B vec probabilité p.

3. Rappelons que par définition Var[X, | X,] = E[X? | X,] — E[X; | X,]?. Montrer que
2 2
p—r p—r r r
Var[Xl ’X2] = (1 > — (71 —p) ) 1{X2:O} + (p - (p) ) 1{X2:1}‘
4. Que vaut Var(E[X; | X,])? E[Var[X; | X,]]? Vérifier qu’on a bien
Var(X,) = Var(E[X, | X,]) + E[Var[X; | X,]].
Solution

1. X;, comme X,, prend ses valeurs dans {0,1}. On a P(X; = 1) = r+p—r de sorte
que X; ~ Ber(p), et P(X, = 1) =r + p —r de sorte qu’également X, ~ Ber(p).

2. On a (cf EF3)
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E[X: 0 x,—1y) E[X: 0 x,—0}]
E[X, [ Xo) = PX, =1) U + (X, —0) X0

T p—r
R

Remarquons que P(Y = 7) = P(X, = 1) = p,P(Y = {=)) = P(X; =0) =1—p.
Autrement dit Y est une variable qui prend deux valeurs, © sur I'événement {X, =1}
(qui est bien de probabilité p) et 2== sur I’événement complémentaire (qui est bien de

1-p
probabilité 1 — p).

1. On a p.s. X = X, puisque X; prend ses valeurs dans {0, 1} et donc E[X? | X,] =
E[X, | X5]. Par ailleurs un rapide calcul assure que

r’ (p—r)°
E[X, | Xo)* = ?”{Xzzu + WH{X2:O}7

et on obtient donc la formule souhaitée.

Solution (suite)

p—r

% - = &, ou & ~ Ber(p). On obtient donc

1. D’apres la question 2, Y =c+

r —7r\?2 r2(1 — —7r)?
var(y) = (L= 220 p-p) = LY
= ;2 r? + (pl—_'r)2 (p—r)>—=2r(p—r)
:;le__;) —(r+(p—1))?

Par ailleurs d’apres la question 3,

vt 5 () () -

On a donc

Var(Y) + E[Var[X, | X,]] = p — p? = Var[X,].

Exercice 4 (Conditionnement).

Soit (X,,) une suite de v.a. .i.i.d intégrables, et S, = Z?Zl X;.

1. Que valent E[X, | X,], E[S,, | X;],E[S,, | S,_1]7

2. Montrer que si les paires de variables (X, 7), (Y, Z) ont la méme loi jointe, alors pour
toute fonction réelle positive (ou satisfaisant une condition d’intégrabilité), E[f(X) |
Zl=E[f(Y) | Z]. En déduire E[X] | S,,].

Solution

1. Puisque X, est indépendant de X, on a (EF2)
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[[Xl ‘ X2] = [E[Xl]'

De méme pour i > 2 E[X; | X;] = E[X,] = E[X,], tandis que (EF1) : E[X; | X;] =
X;. On conclut en faisant usage de la linéarité de E[- | -] que

E[S, | X1] = X; + (n — DE[X,].

Par un raisonnement similaire, E[S,,_; | S,_1] = S,_;, tandis que X, étant
indépendant de S,,_; ona E[X,, | S,,_;] = E[X;]. En utilisant que S,, = S,,_; +X,,,
la linéarité de E[- | -] permet de conclure que

[E[Sn | Sn—l] = Sn—l + [E[Xl]

2. Supposons que P x 7 =Py z), et que X € L', notons T = E[X | Z] (qui est, par
définition, o(Z)-mesurable). Soit A € o(Z), de sorte que A = Z~1(B) pour un B
dans la tribu dont on a muni ’espace dans lequel Z prend ses valeurs. Alors

E[Y14] = EY15(2)] = E[X15(Z2)] = E[X14] = E[T1,],

donc T =E[Y | Z].

Solution (suite)

On peut faire le méme raisonement avec f(X), f(Y), ou simplement remarquer que
Pixz) =Pz = Pz =Piywr)z-

Comme les X;,1 < i <n jouent des roles parfaitement symétriques dans .S, puisqu’elles
sont L.i.d, on a Py ¢y =P g ) pour tout 1 <i < n. On déduit de ce qui précede
que E[X; | S,] = [E[X | S,],1 <7< n.Mais alors par linéarité

n

S, =E[S, | S,] = E[X,|S,]=nE[X,|S,],

n
=1

et on conclut que E[X; | S,] =

n
e

Exercice 5 (Examen passé).

(Examen passé)

Soit (X,,,n > 0) une suite de variables i.i.d, avec X; ~ Ber(1/2). On pose S,, = Z?:1<Xi_
1/2), &, =o(Xy,.... X,,).
Calculer E[S,, | F5] en fonction de n. Quelle est la loi de cette variable aléatoire ?

Solution

Sin <5, S5 est &5 mesurable et donc (EF1);

E[S, | Fs] =S, ¥Yn<5

n

. Comme dans 'exercice précédent, puisque X, est indépendant de F 5 pour tout ¢ > 6,
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on a

E[(X, —1/2) | F5] = E[X, — 1/2] = 0.

Donc
E[S, | F5] =S5 Vn>5.

Enfin S) + & ~ Bin(k, 1/2).

Exercice 6 (Partiel passé).

Soient {e;,7 € N} des variables i.i.d exponentielles de parametre 1. Pour n € N* on note
Sp =200 e
1. On note f,, la fonction de densité de la variable S,,. Montrer que pour tout ¢t > 0

tn—l

Falt) = Gy SP()

2. Pour t > 0,n € N*, que vaut P(S,, <t)?

. On fixe t > 0 et on suppose X, ~ Poisson(t). Que vaut P(X, > n), pour n € N*?

4. Sur la demi-droite R, on place les points S}, S,,S3,.... On note N, le nombre de ces
points qui tombent dans l'intervalle [0,¢]. Exprimer I’événement {N, > n} = {S, < t}.
Déterminer la loi de N, a 'aide des questions préc'dentes.

w

5. Montrer que, conditionnellement & { N, = 1}, la loi de e, est uniforme sur [0, ¢].
6. Conditionnellement & {N, = 2}, quelle est la loi du vecteur (e;;e,)?

Solution

1. On montre ’assertion souhaitée par récurrence sur n € N*. L’assertion est triviale-
ment vérifiée pour n = 1 puisqu’on reconna 1t en f; la densité d’une exp(1) et
donc de S} = e;.

Soit n € N*, supposons que S, a densité f,,, comme (S,,,e, ;) sont indépendantes, le
couple a densité

9(s,t) = f,(s) exp(—t)l 50 150

)

et donc

[E[¢(Sn+1)] = [E[¢(Sn + en+1>]

nfl
o(s+1t)

————exp(—s — t)dsdt
—1)!
k2 (n

Avec (u,v) = (s + t,t) on a un C'-difféomorphisme de R? dans {(u,v) € R2 : v < u},
de jacobien 1, et donc par changement de variables, on obtient comme souhaité :

Fio,.a1 = | dwstwespiw ( [ ) = [ otsa

Remarque : Avec des exponentielles indépendantes de parameétre commun A, on obtient
la densité d’une I'(n, A) pour la somme, ici on est dans le cas A\ = 1.
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Solution (suite)

1. On a

P(S, >1t) = /OO frn(w)du

Cette intégrale se calcule, en fonction de n,t, au moyen d’intégrations par parties

successives :
o un—l o0 oo
/ A e [ st

t

Comme ft > f1(u)du = exp(—t), une récurrence immédiate fournit donc que

/OO n—1 tn_l
fo (w)du = exp(—1)
A £ (n—1)!
2. Soit n € N*, on a
tk
P(X, 2 n) = exp(—0) Y
k>n "

et on remarque d’apres la question précédente que ceci vaut précisément 1—P(.S,, >
t) = P(S,, <t) (pour la derniere égalité on a utilisé que S,, possede une densité
pour assurer que P(S,, =t) =0).

Solution (suite)

1. Par définition N, > n ssi au moins n points parmi {S;, S,,...,5,,... } tombent
dans l'intervalle [0,¢]. Comme (S, k > 0) est p.s. croissante ceci se produit (p.s.)
lorsque S,, <t et on on déduit que

{Ny =2 n} = {5, <t}

La variable N, est a valeurs dans N, et on a pour tout n € N (cf la question
précédente pour n € N*, on a ajouté la cas trivial n = 0),

P(N, >n)=P(X, > n).

Mais ces valeurs caractérisent la fonction de répartition de N,, et donc la loi de
N,, et on conclut que N, ~ Poisson(t).

Solution (suite)

1. Ona{N, =1} ={e, <t,e; >t—e;}.
Par ailleurs, (e;, e,) sont indépendantes et possedent donc la densité jointe

f(el,eQ (ua U) = eXp<_u> exp(_v>ﬂ{u20} I]{UZO}

Pour ¢ : R — R borélienne, on en déduit que
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E e I N.—1
Elg(er) | N, = 1] = M

_ [E[(b(el)u{elgt,e2>t—e1}]

texp(—t)
exp(t)
= ——= ¢ Xpl— X_l]<u<l]<7u<vdd
¢ /[R/[R (u) exp(—u) exp(—v) )<<y o<t ey dudv
= e)q;(t)/Rduqf)(U) exp(—u)lyp 4(u) [u exp(—v)dv

exlz(t) /R dug(u) exp(—u)ljg , (u) exp(u — t)

. u ”[O,t](“) u
= [otw

ol on a utilisé Fubini-Tonelli & la troisieme ligne ci-dessus.

On conclut, gr-ace au théoréme de caractérisation habituel, que la loi conditionnelle
de e; sachant {/V, = 1} est Unif[0, ¢],

1. On effectue un raisonnement similaire & celui de la question qui précede.

On a

{Ny=2t={S5 <teg>t—-5}={e; <l e;<t—ee3>1— (e +ey)}.

Par ailleurs, (eq,e,, e;) sont indépendantes et possedent donc la densité jointe

f(el,ez,e3 (u, v, ’LU) = exp(—u) eXp(_v> eXP(_w)”{uzo} I]{vzt)} l]{wZO} :

Pour ¢ : R? - R 4 borélienne, on en déduit que

Elg(ey, e?)”{Nt:Q}]

Elp(er,ey) | Ny =2] =

et on conclut que la loi conditionnelle de (e;,e,) sachant {N, = 2} a pour densité

2l >0y lvz0 luto<t)
2 :
Autrement dit, la loi conditionnelle de (e, e,) sachant {/N, = 2} est uniforme sur le

triangle {(u,v) € [0,¢]* : u +v < t}.

M1 ISIFAR 9 MA1AY010

—w)dw

12

P(N, =2)
_ [E[¢(elae2>u{e1§t,e2§t7e1,93>t7(e1+e2)}]
& exp(—t)
2 exp(t)
- t2 R3 qb(u, U) eXp(_u o ’U) eXp(_w>”{0§u§u+U§t}H{w>t7(u Jrv)}dUdvdw
2 e’}
= eig)(t) / dudvg(u, v) exp(—u — v)lo<y<yrvet} / exp
R2 t—(u+v)
2 t
= e}g( ) /du¢(u) exp(—u — U)”{ogugu+vgt} exp(u+v—t)= /qﬁ(u, v)
R R
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Exercice 7 (CC2 2023).

On considere

-1 2 1 -1 -1
0 1 2 -1 0
X~ N 17l =-1 -1 3 -1
0 1 0 -1 5

1. Calculer E[X; | X,], et déterminer la loi conditionnelle de X sachant X,.

2. On pose A = (? ;), B = (:} _01> Calculer BA™!, puis vérifier que

2 1
- _ (3 3
o= (31)
3 3
, . X; X . o X3 X
3. Déterminer E [( X4) ‘ ( X2>} et la loi conditionnelle de ( X4> sachant ( X,)
Solution
1. D’apres I’énoncé X ~ N 1 , 3 1 , et donc d’apres la formule du
X, 0 -1 5
cours, sachant X,, X5 ~ N( — %, %) En particulier E[X; | X,] =1— %
2 _1
2. Ona A7l = ( 3 23>, et donc
3 3
1 _1
s (] 1),
3 3
et
1 _1 1 — 2 1
- (190D
-3 3/\"1 0 3 3

comme souhaité.

Solution (suite)

1. D’apres le cours, sachant <§1>, la loi conditionnelle de <§3> est gaussienne,
2 4

centrée en

X X X, +1 1 2_1x _1x
) T (50 -0 ()
[(X4 X, X, 0 —§—§X1+§Xz

et de matrice de covariances

3 -1\ 1T _
(3 )-mw- (

|

|l e~
=

wlg el L

v

Exercice 8 (Partiel passé).
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Soit (X17X27X3> ~ N(MaM) ou

D.

1 2 1 0
p=|o0]|, M=|12 1]|.
1 01 2

Quelle est la loi du couple (X, X,5)?

Déterminer o un réel tel que $§Y = X_1 4+ X_ 2 § est indépendante de X;. Que vaut
E[Y]? Var(Y)?

En déduire E[X, | X;]. Quelle est la loi conditionnelle de X, sachant X, ?
Déterminer un réel j tels que Z = X, + X5 est indépendante de X;. En déduire

E[X5 | Xy), E[X3]X,].

Calculer E [X7X, + X2X, | X;].

Solution

Par théoreme caractérisant 'indépendance des coordonnées d’un vecteur gaussien, X;
est indépendant de Yssi Cov(X;,Y) =0. Or

et donc on a l'indépendance souhaitée lorsque o = —%. 1. Puisque —%Xl + X, est
indépendant de X; on a donc 2.

Par ailleurs, Var (—1 X, + X,) = 1Var(X;) — Cov(X;, X,) 4+ Var(X,) = 2 et donc
que sachant X, la loi conditionnelle de X, est NV ( %X 1— %,

1. (X;,X,) est un vecteur gaussien (comme image d’un vecteur gaussien par une
application linéaire, en 1'occurrence une projection), et on lit directement sur

1
i, M moyennes et covariances. On a donc (X, X5) ~ N(m, A), avec m = (0) et
2 1
()
2. Quel que soit a € R, (X;,Y) est un vecteur gaussien comme image du vecteur

1
gaussien (X, X,) par 'application linéaire de matrice (a (1)>

Cov(X;,Y)=aVar[X;]|+1=2a+1,

1 1
E[Xy | X4] =L [Xl + (—*Xl +X2> | X1]

2 2
1 1 1 1

2
—%, %) L’écriture X, = %X1 + (—%Xl + XQ; permet donc d’affirmer

Solution (suite)

1. Ici Cov(Xy, X5) = 0 et donc X; et X5 sont indépendants, il suffit donc de prendre
£ = 0. On trouve donc ici que

E[X5 | X,] = E[X3] =—1

et que sachant X, la loi conditionnelle de X3 reste la loi de X3, i.e. NV (—1,2).
Par ailleurs
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E[X3 | X,] = E[X3] = E[X,]* + Var[X;]
=14+2=23.
1. On a, en utilisant les propriétés de ’espérance conditionnelle et les question

précédentes, puis en simplifiant

E[XTX, + X3X, | Xi] = XPE[X, [ X,]+ X, E[XF | X ]

1 1
= X2 (§X1 — 5) +3X,

1 1

Exercice 9 (Examen passé).

Soit (X15X27X3> ~ N(:U’a M)a ou

0 1 1/2 2
u:(l), M:(1/2 1 1).
0 2 1 3

Calculer E[X; + 2X, | X3]. Quelle est la loi conditionnelle de X; + 2X, sachant X5 ?

Solution

Comme dans l’exercice précédent on peut commencer par chercher « tel que Y = a X3+
X, + 2X, est indépendant de X5. Bien s™ ur, (Y, X3) est un vecteur gaussien puisque
c’est 'image de (X, X,, X3) par une application linéaire. Donc on a I'indépendance
voulue lorsque Cov(Y, X3) = 0, i.e. lorsque

ol

et donc il faut prendre o = —
On a alors

4 4 4

Par ailleurs,

16 16 16 5
= —4144————42="=
N T

et on déduit que sachant X3, la loi conditionnelle de X; + 2X, est NV (%Xg, +2,2).

1 1
Var(Y) = ;Var(Xg,) + Var(X;) +4Var(X,) — §COV(X3,X1) — ;COV(XQ,X:))) + 4Cov(

Solution (suite)

Alternativement, on peut utiliser les formules du cours. D’abord, avec K = ((1) (2) (1))

X17X2>
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X, 0
(X1 ;2){2) K (XQ) ~N (K (1) ,KMKT) ~N ((3) : (Z g)) .
On peut alors appliquer la méthode précédente a ce vecteur, ou la formule du cours

pour le conditionnement avec 6 = X; +2X,,§ = X3, g = 2,4, = 0, My, = Mgy =
4, M¢e = 3, Mgy = 7, pour obtenir

4
et
16 5
Var[ X, +2X, | X3] = My, — M%M MEB =7— EaEt

Exercice 10 (CC2 2023).

On suppose dans cet exercice que (X,Y) est un couple de variables aléatoires tel que pour
toute ¢ : R2 — R, borélienne,

E[¢(X,Y)] = n; 371\/2% /Rqﬁ(n,y) exp (—g;) dy.

1. Montrer que X ~ Geom(2/3).
2. Vérifier que pour une fonction f: R — C telle que f(Y) € L!, on a

Elf(Y) | X] = (/ e (~L ) ) iy

%1. En déduire que pour tout k € N, %

k k!
Y | X] = o
3. Calculer E[exp(itY) | X], t € R, quelle est la loi conditionnelle de Y sachant X ?
4. Déduire que sit € R
2exp 2
Elexp(itY)] = (2)
3— exXp (—5)

Solution

1. Notons que pour tout n > 1, f \/% exp (—i) dy = 1 (on integre sur R la densité
d’une variable de loi N(0,n)). On en déduit (quitte a considérer ¢(X,Y) = lx_,;)

2
Y 2
P(X =n)=E[l;x_] /ﬁexp< >dy—3
et il découle que X ~ Geom(2/3).
2. Les événements {{X = n},n > 1} forment une partition de €2, on est dans le

cadre de EF3 pour Re(f),Im(f) et quitte a utiliser la linéarité de ’espérance, on
obtient
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Elf (YY), x_
E[f(Y) ] X]= ZMH{Xn}'

n>1
Quitte & considérer ¢(X,Y) = Re(f(Y))l;x_,; puis ¢o(X,Y) = Im(f(Y))l;x_py
et utiliser la linéarité de ’espérance, on obtient

E Vo) = g [ S (<5 ) o

ELf(Y)lx—ny] 1 N
RN /R\/%f(y)exp( 2

et donc

ce qui conduit & la formule souhaitée.

Solution (suite)

1. Puisque la fonction caractéristique d’une variable suivant la loi N(0,n) est t —
_t2n

exp( 7) on a

/e (it )\/ : © ( y2) ! ‘ ( th)
X xXp | —=— =exp | ——
A pluty 5 p om Y p B

de sorte que

Elexp(itY) | X] = exp (_tz‘X) .

La loi conditionnelle de Y sachant X est donc N (0, X).

2. On a grace a la propriété de tour et la question précédente

n>1

2 exp (—%) exp (—%) n
- 3 ; 3

2 exp (—%) exp (—%) "
- 3 nz>0 ( 3
_ 2exp (—%) 1

3 1_ exp(;%)

_ 2exp (—5>

3 —exp (—5)

comme souhaité.

Exercice 11 (Partiel passé).
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Partie I

On considere le couple (X, Z) de densité jointe

f(xa Z) = (Z - x) eXp(_'z)l{zzxZO}'
1. Calculer la loi de X, puis celle de Z.

2. En déduire que

2(z—x)
fxiz(@|z) = 2 Lose<zzs0)
3. Calculer E[X | Z], puis Var[X | Z].
4. Calculer fz x(z | z), puis démontrer que E[Z | X] = X + 2.
5. Quelle est la loi du couple (X, Z — X) ? En déduire la loi de Z — X.

Solution

1. La variable de X possede la densité fy avec pour x € R,

Fulo) = [ 202 = ey [ (o= ) expl—2iz
R x

= u{zZO}/ yexp(—(y +z))dy
0
= l{z>0y €xp(—2)

en utilisant le changement de variables y = z — x et le fait que £ * yexp(y) vaut 1
(par exemple en reconnaissant ’espérance d’une exponentielle standard, ou alors en
effectuant une i.p.p). On conclut que X ~ exp(1).

La variable Z possede la densité f, avec pour z € R,

fal2) = / daf(x, 2)
R

z

=50 exp(—z)/ (z—x)dz
0
2
z
= ”{zzo} exp(—z)?
et on conclut que Z ~ I'(2,1).
Solution (suite)
1. On a donc
f(JJ,Z) o
_)ee 51z>0_2(z—ac)1
T |2)= - 7 )
fX\Z( | ) {O sinon 22 {0<x<z,2>0}

2. On déduit pour z > 0,
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Phi(z /:UleZx\z
R

et on conclut d’apres le résultat EF4 que E[X | Z] = ®,(Z) = %
De plus pour z > 0,

de sorte, toujours par le méme résultat, que E[X? | Z] = ®,(Z) = <.
On déduit que

72 72 72
X|Z1=E[X2%|Z X | Z _—— = —.
Var[X | 2] = E[X* | 2] - (EIX | Z)* = 5 - 5 = 2
Solution (suite)
1. On a
@2 >0
fzx(z]z)= {fxm . = (z —x)exp(—(z — @) Loy
0 sinon

On déduit que pour = > 0,

() = / 2fox(z | 2)dz
R

/:O 22— 2) exp(—(z — 2))dz

/Oo(:zt + u)uexp(—u)du
0
= [~(z + w)uexp(—u)|* + / (x + 2u) exp(—u)du
0
T + 2u) ex 2 exp( du=x+ 2,
= [~ (2 + 2u) exp(—u)] " + /0 p(— +

et on obtient, toujours par EF4, comme souhaité, que E[Z | X] = ¥(X) = X + 2.
1. Soit ¢ : R? — R, borélienne, par le changement de variables (z,2) = (z,z — )
de {(z,2): 0 <z < z} dans [Ri on obtient
2.
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Elo(X,Z - X)] = / ¢z, 2 — ) (2 — x) exp(—2)l,5 ydadz
[R2

T

/ ¢ (u, v) exp(—u)vexp(—v)dudv
[RQ

T

et on obtient que X ~ exp(1) est indépendante de Z — X ~ Gamma(2,1).

Partie I1

1. Soit z > 0. On suppose que U{ ~ Unif[0, z], U5 ~ Unif[0, z] et que U{ est indépendante
de U5. Calculer la densité de min(U7, U3).

2. On suppose a présent que conditionnellement & Z, UZ ~ Unif[0, Z], UZ ~ Unif]0, Z]
et que UZ est (toujours conditionnellement & Z) indépendante de UZ. Montrer que,
conditionnellement & Z, min(U#Z,U#) a la méme loi que X.

3. Soient X, X5, X trois variables indépendantes, toutes trois distribuées suivant la
distribution exponentielle de parametre 1. On note S = X, + X, + X5. Déterminer la loi
de (X4,5). Que vaut E[X; | S]? E[S | X;]? Montrer finalement que conditionnellement
a S, le couple (X, X; + X5) a la méme loi que (min(UZ, U3), max(U, Uy)).

Solution

1. La fonction de répartition F'de Uf (et donc de Uj puisqu’elle a la méme loi est
donnée entre 0 et z par F'(z) = £,0 < z < z. On déduit que pour 0 <z < z, en
utilisant I'indépendance de U7, U5 a la deuxieme ligne ci-dessous,

P(min(Uz, UZ) > z) = P(U7 > 2)P(UZ > )
= (1— F(z))? = (1 _ f>2

z

et on déduit que la densité de min(U7, Uj) est donnée par

2 T
g9.(x) = P (1 - ;) lo, (), z €R.

2. D’aprés la question précédente, conditionnellement & Z, min(UZ, U#) posséde la
densité conditionnelle g,. Par ailleurs, la densité conditionnelle de X sachant Z est
[ x|z calculée a la question 1.2 est p.p. égale a g,. On conclut que conditionnellement
A Z, les variables X et min(U#, UZ) ont la méme loi.

Solution (suite)

1. Tout d’abord, par indépendance des trois variables exponentielles, (X, X5, X3) a
densité donnée par
f(xla La, .%'3) = GXp(—l‘l — Ty — x3)”{x120,x220,x320}7 <.T1,$2, $3) € R?.

On en déduit pour ¢ : R* — R, borélienne, en utilisant & la deuxiiéme ligne le
changement de variables (z1,%,,%3) = (u = 21,V = 1 + T, w = Ty + Ty + 3)
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de R? dans {(u,v,w) € R3 :u < v <w}

Elo(Xy,S)] = / d(xy, 71 + x5 + x3) eXp(—T1 — Ty — Tg)dT dTodT4
(54
= / o(u, w) exp(—w)dudvdw
I]?i’:ugvgw
- [ st wep(-w
R2:u<w

et on déduit que (X, S) a méme loi que (X, Z).

Solution (suite)

Puisque les deux vecteurs ont méme loi jointe, on peut utiliser la partie I pour déduire
que

S
= §7
On peut aussi prouver ces résultats directement (cf exercice 5)

D’apres le calcul en début de question, la densité du triplet (X;.X; + X,.S5) est donnée
par

E[X, | ] E[S | X,] =X, +2

h(u, v, w) = ljgcycpcwy XP(—w)  (u,v,w) € R3.
Quitte a noter T'= X;.V = X| + X, on a donc

2
hipvys((tv) ['s) = S2loct<vzs:

Par ailleurs, la densité conditionnelle de (U, U5') sachant S est donnée par

1
EU[Qw]z(u,’U), (u,v) € R2.

Ceci peut étre récrit

1
Eﬂ{0<u<v<w} + I]{O<U<u<'w}7 (U, U) € [R27

la premiere partie correspondant aux cas ou la premiere uniforme réalise le min des
deux, et la deuxieme partie aux cas ou elle réalise le max.

Comme (Uf , Uég ) jouent, conditionnellement & S, des réles parfaitement symétriques,
on déduit que hy vy g est la densité de la statistique d’ordre de ces deux variables, ce
qui est le résultat souhaité.

Exercice 12 (Partiel passé).

Pour (z,y) € R? on définit
f(l', y) = El{o<x<1,0<y<x2}‘

Vérifier que f est bien une densité de probabilité, puis calculer les densités marginales f,

fy-
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Solution

Il est clair que f est a valeurs dans R, . Reste a vérifier que f[R , f(z,y)dzdy = 1. Comme
f est positive, on peut appliquer Fubini pour voir qu’on peut choisir un ordre quelconque
d’intégration. Commengons par exemple par intégrer en g, on obtient :

/f(xyda:dy— ( f$ydy> dx
R2 0 0
1
:/ ( ydy) —dx
0
Lt 4
_/0 2 ac3
1
_/ 2xdr = [xQ]cl) =1,
0

et on conclut que f est bien une densité de probabilité sur R? (on remarquera qu’étant
donnée la présence de 'indicatrice, un vecteur (X,Y’) de densité f est presque siirement
A valeurs dans le carré ouvert (0,1)2, et méme presque stirement & valeurs dans la partie
du carré qui se trouve strictement sous la parabole y = 2. En particulier, les lois
marginales sont toutes deux supportées par (0,1).).

Solution (suite)

Pour z € (0,1),

2

fx(z) = /“7 flz,y)dy = 2z.
0

de sorte que fx(z) =221 1)(2).
Enfin, pour y € (0,1), on a

fyly) = / f(,y)dz

NG
1
2

—Qy/ Sdx

VY

—17* 1
=2y [—2} :2y<—1+7) =2(1—y)

21 5 Yy

de sorte que fy(y) =2(1 —y)1 o 1)(y)-

Calculer fy x(y | z) et en déduire que

ElY | X] = 2x2,
3

Solution

Rappelons que
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HE i fx(w) # 0

0 sinon.

fY|X(y | z) = {

On a donc

%1{0<y<$2} sizx e (0, 1)

0 sinon.

fY\X(y | z) = {

On a alors E[Y | X] = ¢(X), ou

w@w=/ymxw|mmﬂ
R

En particulier ¢ a pour support (0,1) et si x € (0, 1),

24
2 [y3r 222
Y - a2
4 | 3 0 3
On conclut que
2 2
LY | X] = =X".
3
Montrer que
2y 1

fX|Y(x ly) = fyﬁl{0<x<1,0<y<x2}v

puis calculer E[X | Y.

Solution

Comme dans la question précédente,

L2 i fyfy) # 0
0 sinon,

fX\Y(x ly) = {

4 .
— 2(1—Z)z3 1{0<x<1,0<y<a:2} SLy € <0a 1)
0 sinon,

ce qui est le résultat recherché puisque si 0 < z < 1 et 0 < y < 22, on a bien y € (0, 1).
On a alors E[X | Y] = ¢(Y), ou

00) = [2xpta | ),
R

En particulier ¢ a pour support (0,1) et si y € (0,1),
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Finalement

EY Y] =2

Exercice 13 (CC2 2023).

Dans cet exercice on suppose que
X 0 2 1
()~ (6)- (1),
et on pose U = X2.

1. Vérifier que U ~ Gamma(1/2,1/4).

2. Montrer que (X,Y) posséde une densité jointe g que I'on déterminera.

3. Montrer que (U,Y’) possede la densité jointe

flu,y) = 47:\/& (eXp (—% —y’+ yﬁ) + exp (—g —y* - y\/ﬂ)) lusoy-

4. Calculer fyy(y | u). En déduire E[Y | U], E[Y? | U] et Var(Y | U). Vérifier qu’on a bien
VarlY] = E[Var[Y | U]] + Var[E[Y | U]].

5. On suppose que conditionnellement a U, £ et Z sont indépendantes avec £ ~ Ber(1/2)

et Z ~N (@, %) Montrer que conditionnellement a U, (2§ — 1)Z a méme loi que Y.
Vérifier alors les calculs de la question précédente.

Indications

1. rappelle que pour a > 0, A > 0, la densité d’une variable G ~ Gamma(a, \) est
donnée par

2@ a—1
fa(z) = ﬁ eXP(*)@)”{Do}

2. On fera attention a distinguer les domaines D; = [R* x R et
D, = [R. x R pour pouvoir considérer les €!-difféomorphismes
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D, —» RY xR Dy — RY xR
v, 5 o Yy 9 N
(z,y) — (2%, y) (z,y) — (z%,y)

3. Pour « € R, les deux premiers moments de la variable { ~ N (a‘/f, %) sont
1 2
E[C] —/ yexp [ — (y a) d
R VT 2
_ Vu
= X 2 s
2
1 U
[¢?] = E[¢]* + Var[(] —/y2 exp (— (y a\g) )dy
R VT
LNy
—vyty

Solution

1. Ona U = X? avec X ~ N(0,2). Pour ¢ : R — R borélienne, on obtient donc

D

l/ o(x QVﬁeXp(—)dx+l/ o(x )2vrexp< ff)dx

En effectuant le changement de variables u = 22 dans chacune des deux intégrales
ci-dessus on obtient

et on conclut que

ol = 5= exp (=) B

ce qui est bien la densité d'une Gamma(1/2,1/4). 1. D’apres le cours, un vecteur gaussien
bi-dimensionnel suivant la loi NV (0,Y) a une densité sur R? ssi det(3) # 0 et cette densité
au point (x,y) vaut

s (e 0 ()

Solution (suite)

Ici ¥ = (i 1), donc det(¥) =1, &7 = (_11 _21>, et on obtient donc

1 2
g(z,y) = 5 OXP (—2 —zy — y2)

1. Soit ¢ : R? = R , borélienne, on a d’apres la question précédente
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El¢(U,Y)] = XW p(a?, y)% exp (—x; —zy— y2>

—/ o(x? )iex —$—2—x —y? | ded
= . Y o p 9 y—y Y

2 1 a? 2
+ P(x*,y)5-exp | —— —zy —y° | dedy
R% xR 2 2

L’application (z,y) — (u = 22, y) est un changement de variables de R* x R — R% x R,
avec = —/u, et de R, x R — R% x R avec z = \/u, dont le jacobien inverse est ﬁ

On obtient donc :

E[¢(U,Y)] = / 4;\/& (eXp (—% +Vuy — y2> + exp (—% —Vuy — y2>) dudy
R% xR

ce qui conduit bien au résultat souhaité.
Remarque : Comme

1 U
/ eXp —*+fy y>dy=/e><p(——\/ﬁy—y2)dy=1,
e VT 4
puisque la premiére intégrale est celle de la densité d'une variable ~ N (—y/u/2,1/2), et
la deuxiéme intégrale celle de la densité d’une variable N (y/u/2,1/2), on retrouve bien
que

folu) = /f(u y)dy = 4\ﬁ €xp (*%) lusops

R

comme a la question 1.

Solution (suite)

1. On a donc

fY\U(y | u) =

23/% <exp (—% —y? — y\/ﬂ) + exp <—% -y + yﬁ)) l]{u>0}'

Remarquons que

/R\}E_yexp (—g—y%ryf) dy = /eXp (— (y—\éa>2> dy

, - Ju
est la moyenne d'une variable ~ N (—y/u,1/2), elle vaut donc —¥%*.

Par le méme raisonnement, f \%yQ exp (—% — 2+ yy/u) dy est Pespérance du carré de
cette méme variable, et vaut donc 2 5+ -

De méme, f fy exp (—% —y* — y\f) dy est la moyenne d’une variable ~ N( ,1/2),
f

et vaut donc %, tandis que f ﬁy exp (—% — y* 4+ yy/u) dy est 'espérance du carré

de cette méme Varlable, et vaut donc % + %
On a donc
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1 1
/nyU(y‘U)dy=—4\/ﬂ+ Z\/ﬂZO, donc E[Y | U] =0
R

tandis que
) 1 1 ) 1 U
Viviolylwdy=—(u+2)+-(u+2)=u+2 doncklY?|U]=;+ —.
R 4 4 2 4
Enfin
9 , 1 U
Var[YV | U] =E[Y*? | U] - E[Y | U] :§+Z'

Bien s™ur Var[E[Y | U]] = 0. Comme E[U] = 3 x (%)_1 =2, on a bien
1

E[Var[Y | U]] = % _1,

2
et on a bien Var(Y) =1 = E[Var[Y | U]] + Var[E[Y | U]].

Solution (suite)

1. La densité d’une variable { ~ N (@, %) est donnée par

fely) = \}%exp (— (y_éﬂ)j , y€R.

Celle de —( ~ N (—@, %) est donc donnée par

focly) = \}%GXP (— (y+ \/2&)2> , yER.

Si € ~ Ber(1/2), la variable (26 —1)¢ a donc densité  (f.(y) + 5/ ¢(y)),y €R, et on
déduit que la densité conditionnelle de (2§ — 1)Z sachant U au point (y,u) est donnée
par fyp(y | w). Ainsi (U,Y) et (U, (2§ —1)Z) ont méme loi.

On retrouve bien :

[E[Y|U]:[E[(2§—1)Z\U]:;<\/U—W> =0, E(Y?|U)=E[Z%|U]=

>~
+
DO | =

2 2

Exercice 14 (Rattrapage passé).

2 2 -2
M=|2 5 1],
—2 1 5

1. Montrer que det(M) = 0. Le vecteur X posséde-t-il une densité dans R®?

2. Trouver a € R tel que X; et Y = X, — aX; soient indépendantes. Calculer Var(Y') et
en déduire la loi de (X;,Y).

3. Trouver la loi conditionnelle de X, sachant X .
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Solution

2
1. On trouve ker(M) = Vect -1 de dimension 1, donc det(M) = 0. Le
1
vecteur X est donc p.s. & valeurs dans Ker(M)*+ = {(z,y,2) € R? : 2 —y+ 2 = 0},
en particulier il ne posséde pas de densité sur R3.

2. (X,,Y) est un vecteur gaussien comme image par une application linéaire d’un
vecteur gaussien, ses coordonnées sont donc indépendantes ssi Cov(X;, Xo—aX;) =
0ssia=1.

3. On déduit que X, = X; + Y, avec Y = X, — X, indépendant de X, et de loi
N(0,3) (on a utilisé que Var(Y') = Var(X;) + Var(X,) — 2Cov(X;, X5) = 3).

On conclut que conditionnellement & X, X, ~ N (X, 3).

Exercice 15 (Combinaison linéaire de gaussiennes).

On considere X, =0, et (X,,),,~; une suite de variables aléatoires réelles indépendantes,
identiquement distribuées suivant la loi normale centrée réduite.

On introduit les variables

Pour n > 1, montrer que le vecteur (Y7,...,Y, ) est gaussien, puis calculer le vecteur

moyenne et la matrice de covariances de (Y7, ..., Y, ).

Solution

Fixons n > 1 et notons X,, = (X4,...,X,,),Y,, = (¥},...,Y,).

Les variables { X}, étant des gaussiennes centrées réduites indépendantes, on a déja
montré (par exemple a la premiére question du partiel) que (X7, ..., X,,) est un vecteur
gaussien (et d’ailleurs X,, ~ N(0,1,,)).

Notons alors

1 0 0 0 0 0
~1/2 1/2 0 0 0 0
0 —1/3 1/3 0 0 0
An = : - ,
0 0 0 0 .. —=1/n 1/n

de sorte que Y,, = A, X,,, et le vecteur Y,, est donc bien un vecteur gaussien en tant
que transformation linéaire du vecteur gaussien X,,.

Solution (suite)

D’aprés un théoréme du cours, on a alors que Y, ~ N(A4,0,4,1,AT),
ie. Y, ~N(0,4,AT) on
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1 —-1/2 0 0 .. 0 0
~1/2 1/2 -1/6 0 .. 0 0
0 —1/6 2/9 —1/12 .. 0 0
A, AT = :
.l 2
0 0 T n(n—1) n?

Calculer, pour n > 1, E]Y, ., | Y,,].

Solution

Pour a € R on peut toujours écrire Y, ; =Y, | +aY, —aY,,.
Comme le vecteur Y, | est gaussien, la variable Y, ; + aY,, est indépendante de Y, si

et seulement si cov(Y,,,; +aY,,,Y,) =0. Or

1 2a

VWt Vo Vo) = G

. 9 — n
qui s’annule pour a = PIEEuhE

On a alors, en utilisant cette indépendance et le fait que les variables Y, ,Y, ; sont

centrées :

BV | 7] = ElVu + 50y ¥o) | 5l = Bl Yo | 70
= o T amr
T 2(nt 1)Y"'

Exercice 16 (Loi jointe & densité).

Soient (X,Y’) dont la loi jointe a pour densité f(x,y) = z(y —x) exp(—y),0 < x <y < oo.
On introduit la notation fyp(zly) := f(x,y)/fy(y) lorsque le quotient est > 0, 0 sinon.

1. Exprimer fX\Y(:U|y)’ puis fY|X(3/’$)-
2. En déduire les expressions de E[X|Y], E[Y]X].

Solution

1. Calculons d’abord les densités marginales.

fx(@) =m0y / z(y — ) exp(—y)dy
= l{z>0)7 exp(—x)/ uexp(—u)du = Iy, oz exp(—z)
0

de sorte que X ~ Gamma(2,1).

Par ailleurs
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y
Felw) = Vgooy exp(—y) [ aly — )iz
0
Yy
= lyo0y exp(—y) (2 — 3) = liy=0 exp(—y)z

de sorte que Y ~ Gamma(4, 1).
On déduit

6z(y — )

Fx@ 19) = — 5 Vo<acuy

fy|X(y | 2) = (y — ) exp(—(y — x>>ﬂ{0<x<y}‘

Remarque : On peut assez facilement interpréter cette deuxiéme densité condition-
nelle : sachant X, Y = X + U ou U ~ I'(2,1) indépendante de X.

Solution (suite)

1. On a

[eranteive= [*0 D0y 25y 3,
R 0

et on conclut que E[X | Y] = L.
D’autre part

=[—(u+2)u exp(—u)]go + /oo(Zu + ) exp(—u)du
0

[ee]

=[—(2u +z) exp(—u)]gO + / 2 exp(—u)du = x + 2
0

et on conclut que E[Y | X] = X + 2.

Exercice 17 (Exponentielles conditionnées).

Soient Y, Z deux v.a.r. indépendantes ~ exp(A) ou A > 0. On pose X =Y + Z. Quelle est
la loi conditionnelle de Y sachant X ? Que vaut E[Y|X]? En déduire I'expression de E[Y|X]

Solution

Remarquons déja que par le méme raisonnement que dans l’exercice 5 on trouve
ElY | X] = 3.

Pour le reste on peut faire un raisonnement similaire aux exercices 11, 15. D’abord, pour
¢:R? — R, borélienne,
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E[6(Y,Y + 2)] = / By, + )N exp(—A(y + 2))dydz

k2

= /R2 I]{ygm}gb(y,x))\Q exp(—Ax)dydx

de sorte que fiy x)(y, ) = ljgoyery A? exp(=Az), (z,y) € R
Comme X ~ Gamma(2,1) on a

fx(@) = N exp(—Az)lj,o0p, 7 € R

et donc

1
fY|X(y | x) = 5”{0<y<r}

de sorte que la loi conditionnelle de Y sachant X est Unif[0, X]|. On conclut que E[Y |

X =3

Exercice 18 (Gaussiennes corrélées).

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, toutes deux normales centrées
réduites. On définit pour oy > 0,0, > 0,|p| <1,

U=0,X, V=0y0X+0,y1—p%Y.

1. Quelle est la loi de (U,V)?
2. Que vaut E[UV]?
3. Que vaut E[U | V]?E[V | U]?Var[U | V]?Var[V | U]?

Solution

U _ o 0 X X
1. On a (V) = (Uzp Uzﬂ) (Y)’ avec (Y) N(0,1y). Or

T
01 0 ) (0'1 0 ) ( O'% 0102p) , .
L = , on déduit donc
(Uzp ao\/1=p%) 2 \aap 033/1—p? 01020 0%

U 0 o2 0y09p
v ()~ (o) (o "27))

2. On a E[UV] = Cov(UV) = g,04p d’apres la question précédente.

3. D’apres les formules du cours, avec 0 = U,{ =V, puy = pe = 0, My = Mgy =
0,090, Myy = 0% et MM, = o3, on trouve que

. oup
E[U | V] = My M'¢ = iv’ Var[U | V] = My — MMMy = 03 (1 — p?)

Solution (suite)

De maniere symétrique on trouve que

E[V | U] = ‘%’)U, Var[V | U] = 02(1 — p?).
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2P

Remargue : Cov(aU +V,U) = ao? + po,0,, on trouve donc pour o = — -

v=2Pp 4 (—JZPU+V>,
01 01

que

la premiere partie de la somme étant bien s ur U(U )-mesurable, alors que la deuxieme
en est indépendante, et suit la loi V(0,03(1 — p?)). On retrouve donc bien que condi-
tionnellement & U,V ~ N (%’JU, o3(1 — pQ)).

{Remarque 2} : 03 est la variance de U, 03 celle de V, et p est le coefficient de corrélation
de U et V. L’énoncé de l’exercice fournit donc une mani ere de fabriquer un vecteur
gaussien 2-dimensionnel et non dégénéré quelconque d partir d’un vecteur gaussien centré
réduit.

Exercice 19 (Gaussiennes corrélées (2)).

Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire gaussien a valeurs dans R%2. On suppose que
E(X) = E(Y) =0, Var(X) = Var(Y) = 1 et que Cov(X;Y) = p avec |p|> # 1. On pose
U=X—pY,V=4/1-p?Y.

1. Quelles sont les lois de U et V7 Les v.a. U et Vsont-elles indépendantes ?
2. Calculer E(U%V?),E(UV?3),E(V*). En déduire E(X?Y?).
3. Retrouver ce dernier résultat par conditionnement.

Solution

e - ) 0 X0 0o

, on déduit donc que
(0 V1= <P 1) \=p 1—p? 01030 03 a

(g,) ~ N (O) (1—p Op )) , autrement dit U et V sont i.i.d de loi

N<Oa 1— :02)
2. On déduit
E[U2V?] = (1—p?)2, E[UV3] =0, E[V4]=3(1-p?).

On a donc (Vet Y ne different que par une constante multiplicative donc U est
indépendant de Y

E[X2Y2] = E[(U+pY)2Y2] = E[U2]E[Y2]+2pE[U]E[Y3]+p2E[Y*] = (1—p?)+3p2 = 1

Solution (suite)

1. On a vu que U = X — pY est indépendant de Y (et suit une N (0,1 — p?), donc
sachant Y, X ~ N (pY,1 — p?). En particulier E[X? | Y] = E[X | Y]? + Var[X |
Y] = p?Y%2 +1—p2 On a donc

E[X?Y?] = E[E[X?Y? | Y]] = E[p?Y* + (1 — p?)Y?] = 3p? + (1 — p?) = 1 + 2p%.

Exercice 20 (Gaussiennes).
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Soient U,V , W trois v.a.r. gaussiennes centrées réduites. On pose
U+VW
VI+W?

1. Quelle est la loi conditionnelle de Z sachant W7
2. En déduire que Z et W sont indépendantes et donner la loi de Z.

7 —

Solution

. UtaV . 2 :
1. Pour a € R, la loi de Jiraz est gaussienne, centrée, et de variance

Var(U) + 2aCov(U,V) + o*Var(V)

=1.
1+ a2

Donc, quelque soit a € R, f/]% ~ N(0,1). On déduit que sachant W, Z ~ N (0, 1)

2. La loi conditionnelle de Z sachant W ne dépend pas de W (et c’est sa loi), on
déduit que Z et W sont indépendantes. La loi de Z est N (0,1).

Solution (suite)

Raisonnement alternatif :
Par hypothese, (U, V, W) possede la densité jointe

1 1
flu,v,w) = Wexp (—§(u2 +2? +w2)> . (u,v,w) € R3.

Calculons la densité de (W, Z). Soit ¢ : R? — R, borélienne. On va utiliser le changement

[R3 - [R3 utvw
avec z = ,

(u,v,w) = (2,s,t) Vitw?

de variables W : { s =wv,t = w. Il s’agit bien d’un

C!-difféomorphisme, d’inverse
u=2V1+1t2—st,v=s,w="tet de jacobien inverse v/1 + 2

exp 5 —(22 + t2 dtdz 5

2
1 1 /\/W - (_1(8\/@_ zt)2> ds

[RZ

Comme f V\}ﬁ exp ( L(sV14+12— zt)z) ds =1 (on reconna 1t 'intégrale sur R de la

densité d’'une N (—=

1 .
\/1+7’ \/14—7)’ on obtient

o7, 2) = | e (0t + )

et on conclut que (W, Z) est un vecteur gaussien bi-dimensionnel, centré réduit, et on
retrouve les résultats précédents.

1 u + vw 1
Elp(W, Z)] 277)3/2 /RS ( w2> exp ( i(u + 0% +w )) dudvdw
1 1
32/¢ 1+t2exp< <z2(1+32)+32t2—2zt3 1+82+s*+ 2
(27T) / R3

Exercice 21 (Maxima d’exponentielles).

Soient X; et X, des v.a. indépendantes, de lois exponentielles de parametres respectifs

A et A,
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1. Calculer E[max(X;, X,) | X;].
2. Calculer E[max(X;; X,)].

Solution

1. X, ~ exp(),) et possede donc la propriété d’absence de mémoire. Pour a > 0 fixé
on a donc

On en déduit que

1 L
E[X Dy o | K1) = X) (mexp(—00 X)), E[Xplx o | X1] = (X1 ; A) exp(—A, )

et donc

1
Elmax(X, Xy) | X;] = X, + )\*GXP(—)\2X1)
2

1. On a pour t > 0, E[exp(—tX;)] = ﬁ et donc

11 A M4 A Ay + A
Elmax(X,, Xy)) = E[Fmax(X,, Xp) | X)) = 5=+ -5 = 500

Remarque, vérification : Soit Y = max(X;, Xy), on a Fy(t) = Fx (t)Fy (t) = (1 —
exp(—A11))(1 — exp(—A1t))liy=0p- On déduit

Jy(t) = (Ap exp(=Art) (1 — exp(—Aqt)) + Az exp(—Ayt)(1 — exp(—Aq1))) btz
= (Arexp(—=Art) + Ay exp(—=Agt) — (Ap + Ag) exp(—(Ay + A)1)) Lpngy-

On calcule alors facilement

1 1 1

[E[Y]:/tf(t)dt:+— ,
LY A A A N

et on retrouve le résultat précédent.

Exercice 22 (Densités jointes).
On pose h(x) = exp(—z)z® ! (a > 0 fixé) et D = {0 < y < z}. Soit f(x,y) =
h(@)1p(z,y) :

1. Montrer que f est une densité de probabilité sur R2. On considére dans la suite un
couple (X,Y) de v.a.r. de densité f.

2. Les v.a. X et Y /X sont-elles indépendantes 7

. Quelle est la loi conditionnelle de Y sachant X 7

4. Soit U une v.a.r. indépendante du couple (X,Y) telle que P(U =1) =pet P(U =0) =
1—p. On pose Z =UX + (1 —U)Y. Quelle est l'espérance conditionnelle de Z sachant
X7

_1
T'(a+1)

w

Solution
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1. Comme h(x) ne dépend pas de y, on a pour = € R,

a

et on reconna 1t la la densité d’une variable I'(a, 1). On a donc

8 flz,y)dzdy = /& ot D) exp(—x)dz = 1.

2. Notons T' = )Y/v on a pour ¢ : R — R, borélienne, en utilisant le changement de
D — R x(0,1)

de jacobien inverse x
(x,y) = (z,t =2) ! ’
) T

variables W : {

a—1
Elo(X, 1] = | ¢lar gy o Niocyendody
a—1
= [ o=z, t)m exp(—x)l]{:DO}I](OJ)(t)d:cdz

R2

et on conclut que X et T sont indépendantes, de lois respectives I'(a, 1), Unif]0, 1].

Solution (suite)

1. D’apres ce qui précede, Y = T'X, avec T indépendante de X, ~ Unif[0, 1]. Remar-
quons que si a > 0, aT ~ Unif[0, a]. On déduit que sachant X la loi conditionnelle
de Y est Unif]0, X].

2. On a en utilisant que E[XS | X] = XE[S | X], puis I'indépendance de X, U, Z,

E[Z | X] = E[UX | X] + E[(1 — U)TX | X]
— XE[U] + XE[T(1 — U)] = XE[U] + XE[T)E[l — U] = ZX.

Exercice 23.

Soit (X,,,n € N) une suite de v.a.r.i.i.d. de densité f et fonction de répartition F. Soient
N:=min{n >1:X, > X,} et
M:=min{n>1:X,>X,>..>X, ;<X,}

1. Trouver P(N = n), puis montrer que la fonction de répartition de X, est F + (1 —
F)log(1 — F) (on pourra conditionner par les événements {N = n},n € N).

2. Exprimer P(M =m),m > 1.

3. On suppose dans cette question que f = LETE Pour z € (0,1) on introduit R* :=
min{n > 1: X; + ..+ X,, > z}. Montrer que E[1{p..,y | X,,] = ®(X,,) ot ®(u) =
lucay P(R®™ > n —1). En déduire H,(z) := P(R* > n).

Solution

1. Puisque les (X;,7 > 1) sont a densité elles sont p.s. toutes distinctes, et puisqu’elles
sont i.i.d elles sont échangeables. Autrement dit, pour tout n € N*, pour tout o,
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permutation de {0,...,n}, (Xg, ..., X,,) a méme loi que (X, (o), Xy (n))-

Il s’ensuit que pour tout n € N* Papplication 7,,_; : {0,...,n — 1} — {0,...,n — 1} telle
que $ X { {n-1}(0)} > X{ {n-1}(1)} > ..> X{ _{n-1}(n-1)}$ est uniforme dans les
permutations de {0,...,n — 1}. En particulier,

P(max(X, ..., X,_1) = Xy) = P(7,,(0) =0) =

P(N =n) = P(max(X, ..., X,,_1) = Xy, max(X,, ..., X,,) = X))
P(Tn+1 (0) = n7Tn+1<1) =0)
1
Cn(n+1)

Par ailleurs, le maximum de (n + 1) telles variables i.i.d a pour fonction de répartition
F™*1. Or, sachant {N = n}, X réalise ce maximum, on a donc

P(Xy <al|N=n)=F(a)"*

11 découle que

F(a)n+1
P(X = P(N =n)P(X N =n)= )
(Xy <a)= 3PV =m)P(Xy <a| N=m)= ) 0
nenN nenN
Orsiy <1,
yn yn yn+1 yn+1
y+(1—ylogl—y)=y—(1-y) ) “~—=y—) “—+ =) ——,
et on vérifie que I'égalité reste vraie si y = 1. On conclut, comme souhaité, que
F(a)n+1
———=F 1—-F log(1 — F(a)).
3 1) = Fle+ (1= Fla)) log(1 ~ Fia)

Solution (suite)

1. On a
1 1

P(M =m) =P(r,, =1Id,7,,., # 1d) = P(r,, = Id)—P(t,

m

=1d)=——
+ )= (m +1)!
2. On a {Rx >TL} = {X1++Xn <.I'} = {X1+"'+Xn71 <x_Xn} = {Xn <

x, R*%n > n —1}. On déduit que sachant X,,,

Re <nsiX,>zousi X;+--+X, >2x—X,
<nsi X, <z, et R*%n>n—1

ce qui conduit a ’égalité souhaitée gr-ace a EF5.
On a donc
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1 T T
/0 B(u)du = /0 H, (2 —w)du = /0 H, | (v)dv

et donc H,, est la primitive de H,_; nulle en 0. Comme H,(z) = P(X; < z) ==z, on

conclut que H, (r) = Z-

n!

=
&
I
i
=
&
!

Exercice 24.

Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

1. Quelle est I'espérance conditionnelle de (Y — X), sachant X7
2. Quelle est la loi conditionnelle de (Y — X)), sachant X7

Solution

1. Comme (X,Y) est uniforme sur [0, 1]%, si a € [0,1], on a

E[(Y — X) Uy xeay] = /0/ (y — 2)*dady
/O(/ azdy)d:c

1—(1—a)
6
On cherche donc E[(Y — X )" | X] sous la forme f(X) avec une fonction f telle que

1—a)?
E[f (X))l x<q] /f (6 ),

et donc f(u) = u;“) , ce qui permet de conclure que

(1—X)?
5
1. Pour a € [0,1], (Y —a)" = 0lyy oy + (Y — a)ljy~qy- De plus, sachant {Y > a}, la
loi conditionnelle de Y — a est uniforme sur [0, 1 — a]. Autrement dit,

E[(Y — X)* | X] =

(¥ —a)* =2

ou { ~ Ber(1 — a) indépendante de Z ~ Unif]0,1 —al, et si ¢ : R — R est borélienne,
on a

El6(Y —a)') = a6(0) + [  p(u)d.
0

Conditionnellement a X, définissons {x ~ Ber(l — X)), indépendamment de Zy ~
Unif[0,1 — X] . Alors d’aprés ce qui précede,

1-X
oY —X)" | X] = X60)+ [ olu)du
0

Autrement dit, sachant X,

Y —X)" =¢&xZx.
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Exercice 25.

Soient X, X5, X5 trois v. a. r. gaussiennes centrées réduites indépendantes. On pose

1. Quelles sont les lois de U, Vet W7 Quels sont les couples de v.a. indépendantes parmi
les couples (U, V), (U, W), (V,W)?

2. Montrer qu’il existe a € R tel que W = aU + Z avec U et Z indépendantes. En déduire
E(W|U).

Solution

1. On a

T

U 2 -1 -1 X, 2 -1 -1 2 -1 -1 6 0 9
(V):(l 1 1>(X2),et (1 1 1)(1 1 1) :(0 3 0),
144 3 1 —4 X5 3 1 —4 3 1 —4 9 0 26
U 0 6 0 9
de sorte que (V)wN((O),(O 3 0))
W 0 9 0 26

En particulier U et V sont indépendants, tout comme Vet W, en revanche U et W ne le
sont pas.

1. Pour que W — aU soit indépendant de U il faut et il suffit que Cov(W —aU,U) =
9 — 6a = 0 et il faut donc choisir a = % On peut en déduire que sachant U, la loi
conditionnelle de West NV (3U, 22), et en particuler que E[W | U] = 3U.

Exercice 26.

Soient X et Y deux v. a. r. gaussiennes centrées réduites indépendantes. On pose Z = X +Y
, W=X-Y.

1. Montrer que Z et W sont indépendantes. Quelle est la loi de W7
2. En déduire ’espérance conditionnelle et la loi conditionnelle de X sachant Z.
3. Calculer E(XY | Z) et E(XYZ | Z).

Solution

@m0 e 6

Z 0 20 - o
de sorte que (W) ~ N <<0> , (0 2)) En particulier Z et W sont indépen-
dantes et W ~ N(0,2).

2. Ona X = %V et donc d’apr es ce qui précede, sachant Z, la loi condiitonnelle
de X est NV (3Z,3), et en particulier E[X | Z] = $Z.

3. On a d’apres ce qui précede, et les propriétés de I'espérance conditionnelle
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Z Z—
(XY | Z] = ] J;W 2W|Z]
_Z? ZEW] N E[W?]
4 2 4
71
42
On déduit que
z3  Z
E[XYZ| Z] = ZEXY | Z] = Tt
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