Probabilités et Extrémes TD |

1 TD I : Révisions de Licence

— 8 Septembre 2025-12 Septembre 2025
— Master I Isifar
— Probabilités

1 Variables aléatoires réelles

Pour X une variable aléatoire réelle et t € R on note

Fyl(t) = P(X < 1)

la fonction de répartition de (la loi de) X et

D (t) = Efexp(itX)]

la, fonction caractérique de (la loi) de X

1.1 Fonctions de répartition
Exercice 1 (Transformation affine).

Soit X une variable aléatoire réelle, F'y sa fonction de répartition, a,b deux réels fixés, et
Y:=aX+0b
1. On suppose dans cette question que a = 1. Comment déduire Fy de Fy 7
Si (la loi de) X admet une densité, en est-il de méme de Y7 Si oui, exprimer dans ce
cas fy al'aide de fy.
2. On suppose dans cette question que b =0 et a > 0. Comment déduire Fy- de Fx 7

Si (la loi de ) X admet une densité, a quelle condition sur a en est-il de méme de (la loi
de) Y? Exprimer dans ce cas fy a l'aide de fy.

3. Répondre aux mémes questions lorsque b =0et a = —17

4. Répondre enfin aux mémes questions lorsque a et b sont quelconques.

Solution

Soit Fy- la fonction de répartition de Y.

1. On a

Fy(z) =P(Y <2)=P(X+b<2)=P(X <z —b) = Fx(z—0b)

Ainsi, le graphe de Fy se déduit de celui de F'y en le translatant de b vers la droite.
Si X admet une densité fy,

IM@—/%UMWM—/;E@M,

—00

ou fy(v) = fx(v—>b),ueR.
Ainsi, si X admet une densité fy, Y admet la densité fy- définie ci-dessus.
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2. On a dans ce cas
Fylz)=PY <z)=PaX <z)=P(X < 2) — F){(%)_

Ainsi le graphe de Fy se déduit de celui de F'y en dilatant ce dernier par a.
Si X admet une densité fy, on a

/fX du—/_ NG dv—/ fy(w)

ot fy(v) = 1fy(2),v € R. Ainsi, si X admet une densité fy, alors Y admet la
densité fy- définie ci-dessus.

3. Dans ce cas
Fy(z) = P(—X <) = P(X > —) = 1 — Fy((~2)").

Si X admet une densité fy,

- [ twtwan= [ ixteoao= [ pan

ou fy(v) = fx(—v),z € R. Ainsi, si X admet une densité fy, alors Y admet la
densité fy- définie ci-dessus.

4. Traitons d’abord le cas a = 0. Dans ce cas, quelque soit X, on obtient que Y est
déterministe, P(Y = b) = 1 (en particulier Y n’a pas de densité méme si X en
possede une.

Lorsque a > 0, on obtient par un raisonnement similaire & 1,2,

Fy(z) = Fy (:1; — b) )

a

et si X possede la densité fy, alors Y possede la densité fy telle que fy(v) =
1 v=b R

an ( a ) U ek

Enfin lorsque a < 0,

Fy(z) = P(aX+b < 2) = P(aX < 2—b) = P (X > x;b> —1-Fy ((w - b)) ,

et si X possede la densité fy,

A = [ = / f (Y a

z—=b
a

de sorte que Y possede la densité fy ou fy(v) = ‘%Lle (=), veR

Exercice 2 (Minimum, maximum de variables indépendantes).

Soient X,,7 > 1, des variables indépendantes. Pour k > 2, on note Y), = min(X,, ..., X},),
Zk == maX(Xl, “eey Xk)

1. Dans cette question on s’intéresse a k = 2.
P 2 MA .
Comment déduire Fy, de Fx ,Fx 7 Méme question pour Fy .
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2. Généraliser a k quelconque.
3. Quelle est la loi de Z;, lorsque les {X;,i > 1} sont i.i.d., ~ Unif]0, 1] ?

4. Quelle est la loi de Y), lorsque les {X;,7 > 1} sont des variables exponentielles indépen-
dantes, avec X, ~ Exp(};) (ou pour tout i, A; > 0)?

Solution

1. On a pour tout = € R,
1=Fy (z) = P(Y; > z) = P(min(X,, X,) > 7)) = P(X; >z, X, > 2) = P(X; > 2)P(X, > z),

ol pour la derniere égalité on s’est servi de I'indépendance de X; et X,. On déduit
que pour tout x € R,

1= Fy, () = (1= Fx, (2))(1 = F,(2)).

De maniére similaire, on obtient pour tout z € R

F22 (z) = FY1 (x)FYQ ().

1. Par un raisonnement similaire, pour tout € R,

Par ailleurs, pour tout = € R,
k
Fy (x) = P(max(X,, ... X;) <) =P(X, <z,1 <i < k)= [[P(X; <)

ou pour la derniere égalité on s’est servi de l'indépendance des (X,
On déduit, pour tout = € R,

k
Fy, (z) = HFXi (z)

2. Dans ce cas Fiy (x) = 20y 1)() + lj; joof(®), et donc

0 siz <0
Fy(z)=qzF sio<a<1,
1 siz>1

on déduit donc que Z,, est une variable de densité
[z, (x) = kxk*11[071](33),x eR.

3. Dans ce cas 1 — Fx () = exp(—A;2) 1,501 + 1,0y, o0 & donc

1 — Fy (x) 1 siz <0
— xr) =
Ve exp (—:U Zfz . )\i) sinon

de sorte que Y, ~ exp(A), avec A = Z?Zl A,
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Exercice 3.

On suppose que X ~ N (0,1). Que valent

P(X <1), P(-123<X <043), P(X > 0.32)?

Solution

En utillisant le logiciel R, la fonction de répartition de la loi NV(0, 1) est désignée par
pnorm(), la fonction réciproque (fonction quantile) est désignée par qnorm

Q

P(X <1) pnorm(1) 0.84

P(—1.23 < X <0.43) pnorm(.43) - 0.56
pnorm(-1.23)

P(X > .321) 1 - pnorm(.32) 0.37

Exercice 4.

On suppose que l'écart a la taille moyenne 7' = 15.5 des individus d’une population suit
une loi normale centrée réduite.
Dans quel intervalle centré en T 'se situent les tailles de 99% des individus de la population ?

Solution

D’apres la table, pour Z ~ N(0,1), on a P(Z < 2.57) ~ 0.9949), et P(Z < 2.58) ~
0.9951, de sorte que P(|Z]| > 2.57) ~ 0.0102, et P(|Z| > 2.58) ~ 0.0098.

On déduit que les tailles de 99% de la population se situent entre 15.5 — 2,58 = 12.92
et 15.5 4+ 2.58 = 18.08.

Exercice 5.

Etant donnée X une variable aléatoire gaussienne de parameétres p et o2, donner la
probabilité que | X — u| dépasse ko pour k= 1,2, 3.

Suggestion : On commencera par montrer que o (X — ) suit une loi normale centrée
réduite.

Reprendre les questions de ’exercice précédent lorsque p = 2,0 = 2.

Reprendre les questions de I’exercice précédent lorsque p = 0,0 = 1/2.

Solution
Puisque (X — u)/o ~ N(0,1) on a
P(IX — ul > ko) = P(1Z] > k),
et donc d’apres la table, pour k£ = 1 ceci vaut
P(|Z]|>1)=2(1—-P(Z<1))~2x(1—0.8413) =2 % 0.1587 = 0.3174
pour k = 2,

P(1Z] >2) =2(1—P(Z <2)~2x (1—0.9772) = 0.0456.

enfin pour k£ = 3,
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P(1Z| >3) =2(1—P(Z < 3) ~ 2 x (1—0.9987) = 0.0026.

Pour p =2,0 =2, 0n a
P(X<1)=P(Z<-1/2) ~0.3085,

3.23 1.57
P(~1.23 < X <043) = P(—"" < Z < ——) ~ 0.9463 — 0.7823 = 0.1640,

P(X > 0.32) = P(Z > —0.84) ~ 0.7995.

Pour 1 = 0,0 = 1/2, on trouve

P(X <1)=P(Z < 2)~0.9772

P(—1.23 < X <0.43) = P(—2.46 < Z < 0.86) ~ 0.8051 — (1 — 0.9931) = 0.7982,

P(X > 0.32) = P(Z > 0.64) ~ 1 —0.7389 = 0.2611

1.2 Densités

Exercice 6.

Dans les cas suivants, trouver la valeur de C pour que f soit une densité de probabilité.
1. flz) =C——+—,0<z <1,

z(l—x)
2. f(z) = Cexp(—z —exp(—x)),z €R,
3. f( ) l-i-lct2
Solution
1. On a

1 1\?
x(l—x):az—ﬁ:z—(m—g)

1
Va2—a2
effectuant le changement de variable y = z —1/2,

et on sait que la primitive de z — est x — arcsin(%). On a donc en

1 1/2
=

et il faut donc poser C' = % pour que f soit une densité de probabilité sur |0, 1].

1/2

[arcsin(2y)] 12

:7]"

2. Soit h(x) = exp(—exp(—z)),z € R, on a pour = € R,
W (x) = exp(—x) exp(—exp(—x)) = exp(—z — exp(—x)),

de sorte que

[ el — e = (- e, < 1

—00
—0o0
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et il faut poser C' = 1 pour que f soit une densité de probabilité sur R.

3. On a

< dx o
1—1_71:2 = [arctan(aj)]ioo =T,

et il faut donc poser C' = % pour que f soit une densité de probabilité sur R.

Exercice 7.

(Mélange)

On suppose que X et Y sont deux variables de densités respectives fy, fy, et que a € [0, 1].
Montrer que g := afx + (1 — a) fy est également une densité de probabilité.

Trouver une variable aléatoire dont g est la densité.

Solution

La fonction g reste bien évidemment borélienne, et puisque « € [0, 1], positive, de plus

/Rg(m)dx - a/RfX(m)dx +(l—a) /Rfy(x)d:n et (l—a)=1,

on conclut que g est bien une densité de probabilité.
Soit & ~ Ber(«a), indépendante de (X,Y). Alors Z = £X + (1 — €)Y possede la densité g.
En effet, en utilisant I'indépendance de £ et (X,Y") a la deuxiéme ligne ci-dessous,

P(Z<z)=P(E=1,X<a)+PE=0,Y <)
_ (e = 1P(X <) + P(E = O)P(Y < 2)
= aly(z) + (1 — ) Fy(z)

- [ (afs@) + (- a)fytads

Exercice 8.
Soit X de densité f, et (a, 3) € R® sont supposés tels que
Pla<X<p) =1
On suppose que g est un C''-difféomorphisme croissant de (a, 3) sur (g(a), g(3)).

oy 2 1 xX
1. Montrer que g(X) a pour densité %1{%(9@79(5))}.
2. Quelle est la densité de la variable a X + b, o a > 0 et b € R sont fixés?

3. Soit Y ~ N(0,1). Quelle est la densité de Z = exp(Y)?

Solution

1. Posons T' = ¢g(X). Pour h : R — R, mesurable, on a

B
E[(T)] = E[h(g(X))] = / hg(x))  (x)de
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En effectuant le changement de variables ¢t = g(x) il vient

98 p, —1

Comme ceci est valable pour tout fonction A mesurable positive, on conclut que T’
possede la densité souhaitée sur (g(«), g(3))

2. Icig:x —war+b,gt:x— ’““T*b, ¢’ () = a pour tout x et dans ce cas la densité
recherchée s’exprime donc

1 /z—0
— 1 R.
af( . ) (aa+b,ap+b) (T), T €

Quitte a prendre o = —o0, § = +00, on retrouve le résultat de ’exercice 2.

3. Iei @ = —00, 8 = 400, fly) = ﬁexp(—yz/Q),y €ER, et g:x — exp(x), g

y — In(y) et ¢’(¢g7(x)) = 2. On obtient donc que la densité de Z est

1 In(z)?
—1 .
oo €xp ( 9 ) {z>0}

1.3 Lois usuelles, calculs de loi

_1:

Exercice 9.

(Fonctions de répartition et fonctions caractéristiques de lois usuelles)

Attention : dans le cas d’'une variable continue, quand on calcule @ y on %doit intégrer
sur R une fonction complexe. Trois méthodes sont envisageables.

Parfois on peut intégrer séparément partie réelle et partie imaginaire.

Parfois il est utile de se servir de la formule de Cauchy. En particulier, cette formule
assure que si f est une fonction holomorphe, si € est un contour fermé “raisonnable” (en

particulier tout cercle ou polygone régulier), et enfin si € désigne I’ensemble des points
se trouvant a l'intérieur de ce contour, alors

Va € é’, fla) = 17{‘f(z>dz.
cC

211 zZ—a

Attention : cette formule montre bien que ’on ne peut pas traiter I'intégrale d’une
fonction complexe en faisant “comme si” i était réél (!) La méthode des résidus est en
outre une conséquence directe de la formule de Cauchy.

Enfin, on peut utiliser le prolongement analytique (voir I’exemple de la fonction IT').

1. Exprimer le plus simplement F'y dans les cas suivants (on pourra se contenter de
tracer l'allure du graphe de la fonction de répartition lorsque celle-ci ne posséde pas
d’expression simple).

a. n € N*,p € [0,1], X ~ Bin(n, p),
b. A > 0, X ~ Poisson(}),

c. a>0,X ~ Unif[—a, a],

d. A>0,X ~exp(N),

M1 ISIFAR 7 MA1AY010



Probabilités et Extrémes TD |

e. A>0,s € N*, X ~T'(\,s) (on rappelle que la densité fyx de X ~T'(A,s) est telle
que fX(x) = F(ls) PNEA exp(_)‘x>1[o,oo[(x)7x € [R))

f. X ~ N(0,1),

g nwER o>0,X~N(uo?).

h. a > 0,X ~ Cauchy(a) (on rappelle que la densité fy de la loi de Cauchy de
parametre a est telle que fy(x) = e T € R).

i. (*) X ~ stable(1/2) (cette loi a pour densité v2mz—3 exp(—1/27)1)y (2).)

2. Lesquelles parmi ces variables possedent une densité ?

3. Exprimer le plus simplement ® 5 pour les 7 premieres variables de la premiére question
ci-dessus. En déduire, ou trouver par un calcul direct, E[X], et Var[X].

Solution

— Bindmiale Il s’agit d’une variable discréte a valeurs dans [|0, n|], (elle ne possede
donc pas de densité), et telle que

P(X =k) = (Z)pk(l —p)k 0<k<n

- n
Fx(z) = Z 1omy (k) pr(l—p)FzeR
k=0

X a méme loi que Z?Zl §; ot les (§;,0 < j < n)iid suivant la loi Ber(p), de
sorte que

B (1) = Elexp(itX)] = @, ()" = (pexp(it) + (1 —p))", t € R

On a enfin, toujours gr-ace a l’écriture de X comme somme de n variables de
Bernoulli indépendantes et de méme parametre p,

E[X]=np,  Var[X]=np(l—p)

— Poisson Il s’agit d’une variable discrete a valeurs dans N (elle ne possede donc
pas de densité) et telle que

)
P(X = k) = )\’“eXpli'),k eN.
On a
)\k
FX<$) - Zl{x>k} GXp( )\> k! NS R
keN
et
)\k
Dy(t) =) exp(ith) exp(—) 77 = exp(Aexp(it) —1),t € R

keN
On a par un calcul direct

E[X] = Var[X] = A.
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— Uniforme continue symétrique
11 s’agit de la loi de densité %1[_&&]. On a pour z € R,

0 siz < —a
Fx(z) =< s-(z+a) siz€[—a,d
1 sixz>a
et pour t € R,
1 sit=20
(I)X <t> = sin(ta) .
o sit+#0.
On a par un calcul direct
2

E[X] = 0, Var[X] = %

— Exponentielle
Il s’agit de la loi de densité x — Aexp(—Ar)1ly,-¢. On a pour z € R,
0 six <0
Fx(z) = .
1—exp(—Az) siz>0
et

A
D(t) = ——,t inR
i
On a enfin par un calcul direct (i.p.p)

1 1
[E[X] = X, Var[X] = ﬁ

— Gamma
La densité est rappelée en énoncé. La fonction de répartition n’admet pas en

général de forme plus simple que [ xoo fx(u)du. On a de plus

)\ S
x(t) = (A—z’t) tER

Quitte a calculer la dérivée premiere et seconde en 0 de @ on trouve

S

E[X] =2,  Var[X] = -

A
— Gaussienne centrée réduite
Il s’agit de la loi de densité fy : z — \/%—ﬂ exp(—x?/2), la fonction Fy n’a pas de

forme plus simple que [ woo fx(u)du, et
O (t) = exp(—t2/2), t e R
On a (soit par calcul direct, soit en dérivant ® )

E[X] =0, Var[X]=1

M1 ISIFAR 9 MA1AY010



Probabilités et Extrémes

— Gaussienne

fxixz— a\}ﬂeXp (—W) .

242
t
D (t) = exp (itu— 02) ,teR.
Puisque X = p+ 0Z on trouve que

E[X]=pu, Var[X]=o2

— Cauchy
La densité est rappelée dans ’énoncé, on a pour x € R,
1 /7 x
Fue) =L 5 ()
v(z) - 2+arc an(— ),

et
D (t) = exp(—alt]),t € R.

— Stable (1/2)

B (t) = exp(—+/[t|(1 + sgn(t)i), t € R.

et on note que x — zfy(x) n’est pas intégrable (donc E[X]
+00).

la fonction F'y n’a pas de forme plus simple que L roo fx(u)du et

SiZ~N(0,1),ona X =u+0Z~N(uo0?),et X apour densité

La loi stable(1/2) a la densité rappelée en énoncé (la fonction Fy n’a pas de
forme plus simple que L IOO fx(u)du), sa fonction caractéristique est donnée par

= +o0, Var[X] =

TD |

Exercice 10.

Pour des valeurs de t que l'on précisera, calculer la transformée de Laplace L(t) :=
Elexp(—tX)] et la fonction génératrice des moments G(u) := E[u] de la variable X dans les

cas suivants.

X ~ Ber(p), ou p € [0,1],

X ~ Bin(n,p), ou n € N*,p € [0,1],
X ~ Geom(p), ou p € [0,1],

X ~ Poisson(A), ou A > 0,

- =

5. X =Y, +..4+Y,,oules Y,,1 < ¢ < n sont des variables indépendantes, et Y, ~

Poisson(},;), avec \; > 0.

Solution
1. Glu) =1—p+pu,u € R, L(t) = (1 —p) + pexp(—t) = G(exp(—t)),t € R.
2. G(u) = (1—p+pu) uE[R L(t) = G(exp(—t)),t € R
3. G(u) = 177 yJul < =, et L(t) = G(exp(—t)),t > In(1 —p).
4. G(u) = eXp()\(u —1)),u e [R et L(t) = G(exp(—t)),t € R
MA1AYO010 10 M1 ISIFAR
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5. G(u) =exp(Alu—1)),u € Rou A=3"" A;, L(t) = G(exp(—1)),t €R

Exercice 11.

Soit X une v.a.r. de densité f. Quelle est la densité de X? ? Qu’obtient-on dans le cas oil
X ~N(0,1)?

Solution

Soit ¢ : R — R borélienne positive. et Y = X2. On a, en effectuant le changement de
variables u = 22 & la quatriéme ligne ci-dessous,

I
=

[(X?)]
¢(2?) f(x)dx

E[p(Y?)]

Il
—

o(2) f(z)dz + / o(2) f(2)dz

oy [ erving

* f;\;f(f "

Comme [’égalité ci-dessus est valable pour toute ¢ : R — R borélienne positive, on
conclut que Y possede la densité

I
S— S—0

wo ol = VDD,

Dans le cas ou X ~ N(0,1), on obtient

Fylu) = =P L2)

u) = ,
Y \/% \/ﬂ {u>0}
de sorte que Y ~ I'(1/2,1/2).

Exercice 12.

Soit X ~ exp(1). Calculer la densité des variables suivantes :
1. Y=aX+b, oua>0etbeR. Quobserve-t-on dans le casou b=07

2. 7 = X2,
3. U = exp(—X).

Solution

1. On a d’apres 'exercice 2

u—>b

T) l{uzo},u - IR

) = 5 exp (-

Lorsque b = 0, on constate que Y ~ exp (%)

2. D’apres 'exercice précédent
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exp(—v/u)
Vu

3. Soit ¢ : R — R, borélienne, on a, en effectuant le changement de variables
u = exp(—z) a la troisiéme ligne ci-dessous

fz(u) =

1{u>0}7 u € R.

Ele( (exp(—X)]

o0

o(exp(—x)) exp(—x)dz

I
o\c\ﬁ

et, comme cette égalité est valable pour tout ¢ : R — R, borélienne, on conclut
que U ~ Unif|0, 1].

Exercice 13.

Trouver la loi de arcsin(X) lorsque

1. X ~ Unif[0, 1],
2. X ~ Unif[—1,1].

Solution

1. Soit ¢ : R — R, borélienne, on a, en effectuant le changement de variables
u = arcsin(x) a la deuxieme ligne ci-dessous

E[¢(arcsin(X))] —/ ¢(arcsin(z))dx
0

/2
= / o(u) cos(u)du.
0

On conclut que Y = arcsin(X) possede la densité u — fy(u) = cos(u)1ig /9 (u).

1. Soit ¢ : R — R, borélienne, on a, en effectuant le changement de variables
u = arcsin(x) a la deuxiéme ligne ci-dessous

E[p(arcsin(X))] = % / é(arcsin(x))dz

1 7'('/2
= — o(u) cos(u)du.
2 —7/2

cos(u)

On conclut que Y = arcsin(X) possede la densité u — fy(u) = =511 /5 7 /9)(w).

Exercice 14.

On souhaite peindre un mur (infini!) en utilisant un arroseur automatique qui effectue
des demi-révolutions successives. Pour simplifier le modeéle, on représentera le mur par une
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droite verticale A, et I'arroseur par une source ponctuelle O située a 1 metre du mur, et
—
émettant en tout instant ¢ de fagon parfaitement rectiligne dans la direction u(¢). On note M

la projection orthogonale de O sur A et 6(t) I'angle entre Ou(t) et O_}\J. L’intersection de
Ou avec A est notée H ().

On suppose en outre que lors d'une demi-révolution, 6(t) parcourt exactement l'intervalle
(—m/2,7/2).

On fait I'hypothese que la demi-révolution s’effectue a vitesse angulaire constante, et on
se demande quelle sera la répartition de I’épaisseur de la couche de peinture le long de A
apres un nombre entier de demi-révolutions.

1. Justifier qu'une particule de peinture choisie uniformément au hasard parmi toutes les
particules est envoyée suivant un angle 6 ~ Unif(—n/2,7/2). Une telle particule se pose

alors en H(#), On note h(f) Pordonnée de H(0) (c’est également la distance algébrique
entre O et H).

2. Exprimer h(6) en fonction de 6. Quelle est la loi de h(0)? Que pouvez-vous en déduire
sur la distribution de I’épaisseur de la couche de peinture le long du mur ?

3. A posteriori, quelle critique peut-on formuler sur le modele ?

Solution

1. La vitesse angulaire étant constante, et le nombre de révolutions étant entier,
aucune direction dans | — /2, 7/2[ n’est privilégiée. Plus précisément, si —m/2 <
0, < 6, + 0, < /2, le nombre de particules envoyées lors des n révolutions dans
un secteur angulaire (6,6, + 0,) ne dépend pas de 6, et est proportionnel a 6,.
Ainsi, lorsqu’on choisit une des particules de peinture envoyées uniformément
au hasard, la probabilité qu’elle ait été envoyée dans ce secteur angulaire est
proportionnelle & 6, ,, elle vaut donc %«91 (en effet la probabilité est 1 pour 6, =
—n/2,0; = m. Toujours pour —m/2 < 0, < 6, +6; < 7/2, 16, = f900+91 Ldz, et

0

comme ceci est valable pour tous —7/2 < 6, < 6, + 0, < /2, cela caractérise la
loi de 'angle, et on déduit que celui-ci suit bien une loi Unif] — 7 /2, 7/2].

2. On a h(#) = tan(#), et donc si on pose X = h(f) et si ¢ : R — R est borélienne on
a (on effectue le changement de variables x = tan(f) a la troisiéme ligne ci-dessous)

Elp(X)] = Elo(tan(6))]

7'('/2 2
_ / 2 4 (tan(0))d
—/2 Q
o0
1
_[TLee
I
de sorte que X a pour densité fy :x — m
3. On a E[|X]|] = +oo, autrement dit, la distance moyenne a l’axe des abcisses a

laquelle une particule choisie uniformément atterit est ... infinie.

Exercice 15.

Soit X ~ Cauchy (de parameétre 1).
Quelle est la loi de

1
LY:=+?
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P 1 2
2. 7= s

Solution

1. Comme P(X = 0) = 0, la variable Y est bien définie.

Si ¢ : R — R, est borélienne on a (on effectue le changement de variables y = % a
la toisieme ligne ci-dessous)

El6(Y)] = Elo()
AV P (VO I
-/ do + / o0,

| (1422 (14 22)
_ [0 ey Yoy
/wwy2<l+;2>dy+/o P+
_ [T éy)
B /oo m(1 +y2)dy

de sorte que Y ~ Cauchy(1).

2. Si¢: R — R, est borélienne on a (on effectue le changement de variables z = H%

a la toisiéme ligne ci-dessous)

E0(2)] = Elo(;— )
O Gl [ bl
:/_0077(1+552)dx+/0 W(1+$2>dm‘

_2/1z¢(z) 1
o T o922/l 1

z

- [ A

de sorte que Z ~ Beta(1/2,1/2).

Exercice 16.

Soit Z ~ N(0,1). Montrer que pour tout x > 0,

(271 — 27 3) exp(—2?/2) < V21P(Z > 2) <z~ exp(—22/2).

Indication : on pourra penser & utiliser le changement de variable y = x + 2z pour obtenir
I'inégalité de droite, et on commencera par calculer la dérivée de (z7! —273) exp(—2?/2)
pour obtenir celle de gauche.

Solution

On a pour x > 0, en effectuant le changement de variables y = = + z suggéré dans
I’énoncé

MA1AY010 14 M1 ISIFAR
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oo

P(Z > x) exp(—y?/2)dy

-/
:/Oooexp 2)2 — gz — 22 /2)dz

= exp(—2?/2) / exp(—zx — 22/2)dz

R,

< exp(—z?/2) / exp(—zz)dz = 27 exp(—22/2)

R,

-1

Par ailleurs, si g : x — (27! — 273)(exp(—22/2), on a pour x > 0

g (z)= <—1 _ 3 r(x ! — m’?’)) exp(—x?/2)

x?
3 2
= —1—9 exp(—z*/2)
Par ailleurs, si h : z — 27P(Z > ), on a h/(z) = —exp(—x?/2) de sorte que
g'(x) < h'(x), pour tout = > 0.

Comme g(z) — —oo lorsque x \, 0, alors que h(0) = y/7/2, on déduit, comme souhaité,
que

g9(z) < h(z), Vo >0

Exercice 17 (Calcul d’une loi conditionnelle discrete).

Soient X,,..., X, des variables de Poisson, indépendantes, de parametres respectifs
Ay Ay

1. Déterminer la loi de ¥ := 22:1 X
2. Pour r € N, que vaut la loi conditionnelle de (X3, ..., X,,) sachant Y =717

Solution

1. On a pour tout ¢ € R, en utilisant 'indépendance des (X, 1 < k < n) a la premiere
ligne ci-dessous,

t) = ﬁ Py, (t)
k=1
= H exp(A(exp(it) — 1))

= exp(A(exp(it) — 1)

ou A = ZZ: , Ak La fonction caractéristique caractérisant la loi, on déduit que ¥ ~
Poisson(A). 1. Soient (¢, s, ..., £,) € N". Si 3" £, # 7 on a bien sir {(X;, ..., X,,) =

(b, ..L,)}N{Y =7} =0 donc

[P((X17X27...,Xn) — (61752, oes 7£n) | Y — T) == O
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Si (1,45, ...,¢,) € N™ sont tels que Z::1 l,=n,ona{Y =r}D{(X,X,,..,X,)=

rtn
(01,45,...,£,)} et donc en utilisant 'indépendance des $(X_k)_{1 k n} $ a la deuxiéme

rtn

ligne ci-dessous

[P(Xl :£17X2 :€2""7X’I'L:€T')
P(Y =r)
n A exp(—x
Hk;:l k e£Z§ k)

exp(—A)AT
r!

r o bk
= <£1’€2,... 7€n> kl:[l (X) )
r!

r _ . PN . .
avec ( oty fn) = 7171 le coefficient multinomial de (¢y, ..., £,,) parmi r.

P((X1, Xoy ooy, Xpp) = (b1, oy ey £y) | Y =7) =

On conclut que la loi conditionnelle de (X, ...,X,,) sachant {Y = r} est une loi

o X AL A
mutinémiale de parametres (r, R )
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2 Lois jointes

2.1 Exemples divers

Exercice 18.

On suppose que le nombre X d’oeufs pondus par un insecte suit une loi de Poisson de
parametre A > 0 et que la probabilité qu'un oeuf meurt sans éclore est, indépendamment des
autres oeufs, égale & 1 — p, ou p €]0, 1].

1. Démontrer que le nombre Y d’oeufs qui arrivent a éclosion suit une loi de Poisson de
parameétre Ap.

2. Quelle est la loi jointe de (Y, Z), ou Z = X — Y est le nombre d’oeufs morts avant
éclosion ?

Solution

Quitte & introduire des variables (&;,7 > 1) indépendantes de X, et i.i.d suivant la loi de
Bernoulli de parameétre p (§; = 1 si le i-iéme oeuf arrive & éclosion),

X X
Y=> & 2=3 (1-¢)
k=1 k=1
ou par convention Zzzl = 0.
On a donc pour (s,t) € R%, en utilisant I'indépendance de X et des (§;,i > 1) a la

quatriéme ligne ci-dessous, puis le fait que les (&;,7 > 1) sont i.i.d suivant une loi Ber(p)
a la suivante :

Py z)(s,t) = Elexp(isY +itZ)]
= [exp (lSka —i—itZ(l _§k>>]
= Z[E ll{X _jy €xp (ZSka‘HtZ 1—¢&) )]

JeN
_ % M\ exp [H exp(is§, +it(1 — fk))]
A exp(—\ , Y
= 2 ;)'<> (p eXp(ZS> =+ (1 — p) exp(zt))

= exp(—A + Apexp(is) + A(1 — p) exp(it))
= exp(Ap(exp(is) — 1)) exp(A(1 — p)(exp(it) — 1))

On déduit que (Y, Z) est un couple de variables de Poisson indépendantes, de parametres
respectifs Ap, A\(1 — p).

Exercice 19.

(Somme d’exponentielles et x?)
Soit A > 0 et (Y;);<;<, des variables i.i.d, ~ exp(XA).

1. Calculer E[exp(—tY;)] pour t > 0.
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2. Calculer E [exp(—t Z?ZI)YZ] pour ¢ > 0.

3. Montrer que la densité de la variable X = Z?: Y; est proportionnelle a
2" exp(—Az)1,-. En déduire la valeur de cette densité.

4. Soient X, ,n > 1 des variables i.i.d, ~ N(0,1). On pose x%(n) := E?:l X2, 7 =
XX, + X3X,. \ Calculer ®,(,),®,. Pouvez-vous deviner la distribution de Z (on
pourra utiliser un résultat d’un exercice précédent) ?

Solution

1. Elexp(—tY;)] = 25, >0

n _ A\
2. E [exp(—t X" )] = (25)", t>0.
3. On montre cette assertion par récurrence sur n € N*. L’assertion est évidente
pour n = 1 (avec facteur de proportionalité ¢; := A). Supposons la vraie au rang
n et posons Z, ,; = Z?:ll Y;. Comme Y, | est indépendante de Z,, le vecteur

(Z,,Y, 1) possede la densité jointe sur R? :

f<Zn7Yn+1) <Z7 y) = on (Z)fYnﬂ (y) = Cn)‘zn_l exp(—)\z - )‘y>1{220,y20}7 (27 y) S R?

Soit ¢ : R — R borélienne positive

El¢(Zn11)] = Elo(Z, + Y1)
= [ o(z+y)fz (2)fy,  (y)dzdy

R%

= | é(z+y)e, 2" texp(—Az — \y)dzdy
R%

= / d(u)e, W exp(—Au)dudv
ueR, ,u>v

oll & la derniére ligne on a utilisé le changement de variable (u,v) = (2 +y, 2) de R2
dans {(u,v) € R? : v < u}, de jacobien 1. On a donc

u

E[$(Z,,,)] = / e, d(u) exp(—u) / v dvdu

ueR, v=0

:/ ¢(u)/\c—"u”exp(—)\u)du
R, n

. . s A
et on obtient la conclusion souhaitée, avec ¢, ; = ==,

s 1os , . VT _an %
On déduit par une récurrence immédiate que c,, = o € IN*.

1. On a vu (exercice 12) que X? ~ Gamma(1/2,1/2), et par un raisonnement similaire
A celui de la question précédente, on obtient que x?(n) ~ Gamma(n/2,1/2). On
peut aussi raisonner directement avec les fonctions caractéristiques, pour obtenir
que

n/2
D o (1) = Do ()" = (U;/fzt) .

Par ailleurs pour ¢ € R,
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. 1 .
Py x,(t) = Elexp(itX; X,)] = / o exp(itz, o — 23 /2 — 23 /2)dx, dz,
R2

1 1
= [ dx;——ex —x22/da: —— exp(itx,xy — x2/2
/R 1/727_‘_ p( 1/)[R 2/727_‘_ p(itey Ty 2/)
1 2
exp(—z3/2)® (tz,)dx
/R o xp(—21/2) X2< 1dzy

exp(—2%/2) exp(—t*21/2)dz,

2 1 t2
exp (_331(2—1—)> dxq

1
Py(t) =Py x, )Py, x, (1) = Ty

Il s’agit de la fonction caractéristique d’une variable “exponentielle symétrique”, de
densité  — 3 exp(—|z|) (c’est d’ailleurs une maniere d’effectuer le calcul de la fonction
caractéristique d’une Cauchy(1)). On peut le vérifier directement. Soit £ ~ Ber(1/2), et

(X,Y) i.i.d suivant une loi exp(1). La variable ' = £X — (1 —£)Y a une loi exponentielle
symétrique. De plus pour ¢t € R,

D(t) = Elexp(iteX — it(1— Y]

1 1

= i[E[exp(itX)] + i[E[exp(—itY)]

11 o1

21—t 21+t

s+ 450 —it) 1
1+ t2 14122

comme souhaité.

Exercice 20.

Soit Z = (X,Y), une variable aléatoire & valeurs dans R?. On suppose que Z admet une
densité f définie par

ou o > 0.

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
2. Calculer les lois de X et de Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
3. Calculer la loi de (X —Y, X +Y) et montrer que X — Yet X + Y sont indépendantes.

Solution

1. f:R?* = R, est continue donc borélienne Par symétrie des roles de z et v,

M1 ISIFAR 19 MA1AY010



Probabilités et Extrémes TD |

4 22 + o2
/R2 f(x,y)dzdy = /R? 2 XP ( o2 ) Liysiapy

Par parité de =z — exp(—x—;),

x? +y
/Rmeydxdy—/R exp( = )1{I< i}

A nouveau par symétrie des roles de x et y

x? +y
2 f x y dﬂl’d 4 —exp ( O_ ) 1{y< ||}

Enfin, la réunion des 4 ensembles {(z,y) € R? : z > |y|}, {(z,y) € R? : y > |z|}, {(z,y) €
R?: 2 < —Jy|}, {(z,y) € R? : y < —|z|} est R? tout entier. L’intersection des 2 premiers
est {(z,y) : ® =y > 0}, de mesure de Lebesgue nulle, et des considérations similaires
permettent d’assurer que c’est également le cas pour 'intersection de n’importe quelle
paire parmi ces 4 ensembles. On conclut que

1 4 2?2 + 9
XRZ f(:v,y)dwdy—4/ QGXP( = )
27 T2
/ / W exp ( 02> rdrdf

comme souhaité. 1. Si ¢ : R — R, est borélienne

E6(X)) = | o )dzdy
2 z 2
/d) —e p( z )/ exp(—yQ)dyd:n
o) ), o
On déduit que X possede la densité fy telle que

4 1'2 x y2
fx(z) = g2 &P <—02) / exp (—02> dyl s>

Remarque : Avec erf(z) = fo * % exp (—u?) du, on peut réexprimer

e ()=t (2),

de sorte que

Felo) = e (—2 et (£) 10

Toujours pour ¢ : R — R borélienne, on a
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/gf) f(z,y)dxdy

R2
2 0o 2

= [ oy xp( y)/ exp(—xz)dxdy
R 0% ) i g

On déduit que Y possede la densité fy telle que

fy) = 2 exp (—fﬁ)

mo2

Remarque : On a

et donc

de sorte que

2
fyly) = 0277 exp (—;) erfc (@) .

Enfin puisque par exemple P(X >Y >1)=P(Y >1)onaP(X > 1,Y > 1) #P(X >
1)P(Y > 1) et les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

1. Soit ¢ : R* — R, borélienne, on a

Ep(X =Y, X+Y)| = | d(z—y,x+y)f(z,y)dzdy
[R2

4 e+
V(T —y,y+ y>7 exp ( Uy) Lo
|R2

{(z,y) €R?: 2 > [yl} — {(u,v) € RT}
(z,y) = (w,0) = (z +y,x — )

(d'inverse G ¢ (u,v) — (z,y) avec x = “5¥ y = =2, de jacobien 2. Par la formule de

changement de variables, et en remarquant que u? + v? = 2(2% + y?), on obtient

est un C'-difféomorphisme

Notons que G : {

u? + v?
202

E[b(X — Y, X +Y)] = /[R Sl m% exp ( ) dudy

P(u,v) fr(u) flv)dudy

R2

avec

2 2
fU(u) = fV(u> = oo exp ( 2“ 2) 1{u>0}7

qui est la densité de |Z| ou Z ~ N (0,1).
On conclut que (X +Y, X —Y) sont i.i.d. suivant la loi de |Z].
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Exercice 21.

1.

Soit Xy, ..., X,, des variables i.i.d, ~ N(0,1), et Z = E?:l a; X, (oules a;,i =1,...,m
sont de rééls fixés). Quelle est la loi de Z7

2. Soit (X4,...,X,,) ~ N(0,A4). Quelle est la loi de Z = 2?11 a; X;?
3. Soit (X, ..., X,,) ~ N(0, A). Quelle est la loi de (Z;, Z3), olt, pour des 1ééls o; 1, ; 5,1 =
1,...,n fixés,
Z) = Z%’,le Zy = Zai,2Xi'
i=1 i=1
4. Généraliser la question précédente en exprimant la loi de
(Zl7 ceny Zﬂ) — (X17 ...,4X.VTL>_P7
ou P est une matrice n x n.
5. Soient X,Y deux variables indépendantes, ~ Unif]0, 1]. Quelle est la loi de S = X + Y7
6. Soient X, Y des variables indépendantes de loi respectives I'(a, c),I'(b, ¢), ot a,b, c > 0.
Onpose S=X+4+Y,T= X—{iy Quelle est la loi du couple (S,T")?
7. Soient X,Y deux variables indépendantes, ~ Unif[0,1]. On pose U = /—2log(X) -
cos(2nY),V = y/—2log(X) - sin(27Y"). Quelle est la loi du couple (X,Y)?
8. Soient X, Y deux variables indépendantes, ~ N (0,1). On pose T = % . Quelle est la loi
de T?
9. Soient (X,Y) un couple de variables indépendantes, ~ N (0,1). On pose U = X,V =
X2 + Y2 Quelle est la loi de (U,V)?
10. Soit X de densité exp(—z)1g (z). On pose U = [X] et V = X — [X], la partie entiére,
resp. la partie décimale de X. Quelle est la loi de (U,V)?
Solution

et on déduit que Z ~ N (O, sz L ai). 1. Lorsque X est un vecteur gaussien, toute com-
binaison linéaire des coordonnées de X suit une loi gaussienne. Comme les coordonnées
de X sont ici centrées, il en va de méme pour Z. Par ailleurs

1. En utilisant d’abord l'indépendance des (X;,1 < k < n) a la deuxieéme ligne
ci-dessous, puis le fait que @y (u) = exp(—u?/2) a la suivante, on obtient que
pour t € R,

d,(t) =L [exp (itzn:aka)]
k=1

= H Py, (toy,)
k=1

2 n
¢ 2
= exp (—2 ak)
k=1
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1. Soit (u,v) € R?, on a

n

uZy +vZy = Z(ai,l + vy ) X;,

i=1
et dapres la question précédente, ceci est distribué suivant une loi
N(0, (uc; + vay)TA(uay +vay)), et donce
(uor; + vao) TA(uay + vay)
2

Reste & observer que ua; + va, est le produit d’une matrice, disons P a n lignes et
deux colonnes, la premiere ayant les coordonnées de oy la deuxieme celle de oy, par le

vecteur (Z) On conclut que Z ~ N (0, PTAP)

Doy (1) = Elexp(iuZ, 1ivZy)] = By, (u,0) = exp (—

1. La matrice P joue le méme role que la matrice de la question précédent (& ceci
pres qu’elle possede désormais n lignes et n colonnes). Par le méme raisonnement
qu’a la question précédente, on trouve que Z ~ N (0, PTAP).

2. Puisque X et Y sont indépendantes et a densité, (X,Y") possede la densité jointe
fix v telle que fx y)(x,y) = fx(z)fy(y). On a donc pour ¢ : R> — R, borélienne,

E[¢(X +Y)] = / o+ oty
0,1]2

0,12 = {(s,8) €[0,2] x [0,1] s £ +1 > s > t}
(z,y) = (s=z+yt=y)

9

On fait le changement de variables {

de jacobien 1, et on trouve

E[¢p(X +Y)] =

¢(s) min(s,1 — s)ds

et on déduit que S possede la densité fg, ou

ssi0<s<1
fs(s) = (1—5)sil<s<2

0 sinon.
1. D’apres Iénoncé, (X,Y) posseéde la densité

Ca+b B B
fox v (@,y) = Wfﬂa Yyt exp(—c(@ 4+ )1 (420,450} -

Pour ¢ : R? — R, borélienne on a donc

Elo(s. 7)) = [

T a+b
¢ (w Y y) OO 2y texp(—c(z + y))dady
(R)?
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On effectue alors le changement de variables via le €!-difféomorphisme :

G_{ (RL)? = R x (0,1)
N\ @y = (rtyE)

d’inverse

(s,t) — (st,s(1—1)

dont le jacobien est |J~!| = s, pour obtenir

oy { R% x (0,1) — (R*)?2

1 Ca+b
El¢p(S,T)] = /Ri ds/o dto(s, t)ms‘”b’l exp(—cs)ta (1 —t)>~1

et on conclut que S ~ Gamma(a + b, ¢) est indépendant de T ~ Beta(a, b).
2. L’application

{ [0,1]2 — R2
U
(z,y) = (u,v) = ( —21In(x) cos(2mv), \/—21n(z) sin(27ry))

est un C!-difféomorphisme, composée de (z,y) — (r,0) = (y/—2In(x),271y) et
(r,0) = (u,v) = (rcos(6),rsin(f)). Le Jacobien de W est 2mexp((u? + v?)/2) et
on déduit que pour ¢ continue bornée de R? dans R,

E[¢(U, V)] = / / drdye (\/—2In(z) cos(2my), \/—2In(z) sin(27y) )
0 0

/2 dudvo(u, 1))2i exp(—u?/2) exp(—v?/2),

et finalement que (U,V) ~ N (0, I,).
1. Notons d’abord que P(X = 0) = 0 de sorte que Z est définie p.s. Par ailleurs
(X,Y) ~ N(0,Id,) et a la densité correspondante.

On a, pour ¢ : R — R bornée mesurable, gr-ace au changement de variables de R* x R*

dans lui-méme, qui a (z,y) associe (z,2) = (z,%) (et dont I'inverse du jacobien vaut

) :

E[6(X, 2) / o, L) exp(—? /2 42 /2)dudy

1

_ b T 2
=5 ¢(m,z)|z]exp( 5 (142 )da:dz

(R*)?
et donc (X, Z) a densité

2

fox(w2) = o-lalep (0 457))

On en déduit que

1 x2 1 1
=2 — 1+ )de =-——
IR2 zexp( 2( z)) x

de sorte que Z ~ Cauchy(1).
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1. Quitte & considérer les C!-difféomorphisme

R xR — {(u,v) € Rx R% : v >u?} R x|

G-
{(:v,y) = (z,2% +¢?) {(w,y) = (2, 2% +y?)

dont les jacobiens sont tous deux égaux a 2|y| = 2v/u — v2, on obtient pour ¢ :
R? — R, borélienne (les deux intégrales fournissent des contributions identiques) :

Elop(U, V)] :2/R i ¢>(u,v)é§f}%l{v2uz}dudv

et on conclut que (U, V') possede la densité f; v telle que pour tout (u,v) € R?,

exp (—3)
U, v) = ————==I, <21
fw vy (u,v) PSR et U=

Remarque : On peut recalculer a partir de cette densité les marginales, mais il est
évident que X ~ N(0,1), et on avait vu plus haut que X? + Y? ~ exp(1/2).

2. On a pour ¢ : R? — R, borélienne

E[o(U, V)] = / o([a], x — [x]) exp(—z)dz

IR+
n+1
= n,r —n)exp(—z)dz
2/ o(n,z —n) exp(—2)
= n,v) exp(—n) exp(—v)du
2/ 6(nv) exp(—n) exp(~v)

Sig:R—R,, h:R— R, boréliennes, quitte a considérer ¢(u,v) = g(u)h(v) on
obtient

! —v
Elg(UIAV)] = Y tn) expl(—1)(1—exp(-1) [ by S
0

= 1 —exp(—1)
= E[g(U)]E[A(V)]

On conclut que U et Vsont indépendantes, avec U + 1 ~ Geom(1 —exp(—1)) et V
de densité fy, avec, pour tout v € R,

fu(v) ) eXP(—U)1(0,1)(U>-

T 1- exp(—1

Remarque : La loi de V est celle d’une variable exponentielle de parameétre 1
conditionnée a étre plus petite que 1.

Exercice 22.

Soient X, X, deux variables indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi
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Unif{1,2,3}.
On note U = min{ X, X, }, V =max{X,, X,} et enfin S=U + V.
1. Déterminer la loi jointe de (U, V) et (V,S).
2. En déduire les lois de U, V, et S. Calculer les lois de UV et V' S.
3. Calculer les covariances et les coefficients de corrélation de (U,V) et (V,S).

Solution

1. Par hypothese, la loi de (X, X,) est uniforme sur {1,2,3}?, et on déduit, quitte
a disjoindre les cas, que

P(U,V)=(1,1)) =P(X, =1,X, =1)=1/9
P(U,V)=(1,2)) =P(X, =1, X, =2) + P(X, =2, X, = 1) = 2/9
P((U,V)=(1,3) =P(X, =1,X, =3) + P(X, =3,X, = 1) = 2/9
P((U,V)=(2,2)) =P(X, =2,X, =2) =1/9
P((U,V) =(2,3)) =P(X, =2, X, =3) + P(X, = 3,X, =2) =2/9
P((U,V)=(3,3)) =P(X, =3,X, =3) =1/9

P(V=1,8=2)=1/9
P(V =2,8=3)=2/9
P(V =3,8=4)=2/9
P(V=28=4)=1/9
P(V =3,8=5)=2/9
P(V=3,8=06)=1/9

P(U=1)=5/9, P(U=2)=1/3, P(U=3)=1/9
P(V=1)=1/9, P((V=2)=1/3, P(V =3)=5/9
P(S=2)=P(S=6)=1/9, P(S=3)=P(S=5)=2/9. P(S =4) =1/3

La loi de UV se déduit facilement de la loi jointe de (U, V') calculée a la question
précédente

P(UV =1)=P(UV =4) = pp(UV =9) = 1/9, P(UV =2) = P(UV = 3) = P(UV -

De méme pour la loi de V'S

$$\mathbb{P}(VS=2) = \mathbb{P}(VS=8) = \mathbb{P}(VS=18) 1/9, \ \mathbb;

1. On déduit de la question précédente
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et
38 8
Var(U) = = = Vax(V), p(U,V) = .
Par ailleurs
E[V] = %2 E[S] = 4, E[VS] = %4 Cov(V,S) = 2.

et

2
Var(V) = -, Var(5) = 2, p(V, 5) ~ 0.397

2.2 Le cadre gaussien
Exercice 23.

On considére deux variables indépendantes Y ~ N (0, 1) et

1 avec probabilité p
E =
—1 avec probabilité 1 — p,
oupe€ (0,1).

1. Quelle est la loi de Z =¢cY
2. Quelle est la loide Y + 27
3. Le vecteur (Y, Z) est-il un vecteur gaussien ?

Solution

1. Soit ¢ : R — R borélienne

Elg(e)] = Elo(Y)1eoy] + Elo(=Y)1._,]
PE[p(Y)] + (1 —p)E[p(=Y)]

1
= z exp(—22/2)dz + (1 — / —z exp(—22/2)dz
p [ 90) 7o expl—22/2)dz + (1 =) [ 9(—) S exp(—22/2
1 2
= z exp(—z“/2)dz
JEER e
ou on a effectué le changement de variables © = —z pour voir que
f d(— exp( 22/2)dz = f o(u exp( u?/2)du. On conclut que Z ~

N (0, 1)
2. On a $Y+Z = (1+ et donc pour ¢ comme ci-dessus

E[6(Y + 2)] = (1 — p)o(0) + p / ¢<u>2\}% exp(—u?/8)du

En particulier la loi de Y 4+ Z n’est ni discrete ni a densité, donc pas gaussienne.

3. Non, puisque Y + Z n’est pas gaussienne.
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Exercice 24.

Soit (X,Y, Z) le vecteur aléatoire gaussien d’espérance (1,1,0) et de matrice de covariance

2 11
K=11 2 2].
1 2 2
1. Ecrire la fonction caractéristique de (X,Y, 7).

2. Trouver laloide 2X +Y + 7, de 4X —2Y + Z, enfinde Y — Z.
3. Le vecteur (X,Y) admet-il une densité dans R?. Si oui, laquelle ?
4. Pour a € R on définit u, : R* — R de matrice

1/v2 0 0
A= a —2a 0 |.
0 1 —1

Déterminer la loi de u, (X —1,Y — 1, Z) en fonction de a.

Pour quelle valeur de a les deux premieres coordonnées de u, (X —1,Y —1, Z) suivent-ils
une loi normale centrée réduite sur R? ?

Solution

Dans les questions 2,3,4 ci-dessous, on fait usage de la Prop 3 du cours : si V.~ N (m, K)
est un vecteur gaussien de dimension d et P est une matrice a p lignes et d colonnes,
on a X ~ N(Pm,PKPT). Ici d = 3, m est le vecteur de coordonnées (1,1,0), et K la
matrice précisée dans 1’énoncé.

1. D’apres le cours (Prop 2), pour tout ¢t € R? de coordonnées (t;,1,,t5),

D (t) = exp(it’m + PK PT)
= exp <i<t1 b)) — (7 + 15+ 15 +tity +tity + 2752753))

2. On applique le résultat général avec P = (2 1 1) puis avec P = (4 —2 1), et
enfn avec P = (0 1 — 1) pour obtenir

20X +Y +Z ~N(3,24), 4X —2Y +Z~N(2,26), Y —Z~ N(1,0)

Dans le troisieme cas notons que P(Y — Z = 1) = 1, de sorte que Y — Z n’a pas
de densité.

X (1 (21 o 1
3. On a (Y) ~ N(,u—(l),E—(l 2)) On a det(X) = 3, et est X' =

2 71 N . 7’ N
% ( 1 9 ), et donc ce vecteur posséde la densité f sur R?, ot pour = € R? de

coordonnées (x4, z,),

fo) = - fexp (3@ === p)

= e (5 =1+ (o = )P = (@~ D(ay — 1)
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(0 6))

de sorte qu’on a le résultat souhaité pour a € {—%, %}

4. On obtient ici que

Exercice 25.

Soit p €] — 1,1[ et (X,Y’) un vecteur gaussien centré de matrice de covariances M =

(1 p). On notera o = /1 — p2.

p 1
L. Calculer det(M), M~', puis exprimer la densité f x y, du vecteur (X,Y).
2. Montrer que

Janly) 1 1 Y
9. (y) == <@ over exp( 2(1— p2) (y — px) ) .

Montrer que pour tout = € R, y — ¢, (y) définit une densité.

3. Si on note Y, une variable de densité g,, que pouvez-vous dire sur la loi de Y, ?

4. Trouver «, [ deux réels tels que (X, aX + fY) suit la loi normale centrée réduite.

Remarquer que 'on peut écrire Y = —%X + %(O&X + BY). Sauriez-vous dire pourquoi
cette écriture est intéressante ?

Solution

I.Onadet(M)=1—-p?#0 M ' =1, (—1p —1p>’ et donc <§(/> possede la

densité fix y ou, pour (i) € R?,

fix oy (@) = meXp (_; (i)TMl @))
1

Lo a2
= 5 OXp <_@ (2? +y* — 2pa;y)>

2. X ~N(0,1) donc fy(x) = \/%exp(—xz/Z),x € R. On a donc, pour y € R

1 1
_ 2 2 2
9.(y) = exp(z(l_p2>(x +y —2pwy)+2:v)

(et (e
. 1% exp (2(1ip2> (;(y pw)2>>

comme souhaité, et donc Y, ~ N (px,1— p?).
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X 10\ ,,
3. Comme (aX—i—BY) = (a 6) d’apres Prop 3 du cours

() (-G DD )

et donc

(o)~ () (2 5) 6 5t2)) =

Pour obtenir le résultat souhaité il faut et il suffit que

o

(0)(atos s 2))
a+pB o+ 2paf+ B2

a+pB=0
o+ 20aB+ 32 =1
En remplagant o« = —pf dans la deuxiéme équation il vient que nécessairement

[\
I
—_

p?B% —2pafB + B2 = (1—p)?p

i P 1 =, 1
et on obtient que («, 8) € {(17,;’ 17p) ) (17,3, 1*p)}
On a alors, comme indiqué dans I’énoncé

1
Y =pX +(1—p) (—1f X+ _pY),

et quitte a poser Z = —ﬁX + 1%/)1/ qui est une normale centrée réduite indépen-
dante de X, on a

Y =pX +(1-p)Z,
qui permet de comprendre comment Y dépend de X.

La décomposition sera en particulier tres utile pour caculer espérance et loi conditionnelle
de Y sachant X.

Exercice 26.

Montrer que le vecteur aléatoire de dimension 3 de moyenne m = (7,0, 1) et de matrice

de covariances
10 -1 4
K=|-1 1 -1
4 -1 2

appartient presque siirement & un hyperplan affine de R?® que 1’on déterminera.

Solution

3
ker(K)* = {(z,y,2) e R®: —x + 2y + 2 =0}

—1
En résolvant Kx = 0 on trouve ker(K) = Vect { ( 2 ) } On a donc

D’apres le cours, P(X —m € ker(K)*) = 1, de sorte que p.s.
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X e{(r,y,2) ER®: —x+2y+2=—6}.
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3 Notions de théorie de la mesure
Exercice 27.

1. Soient F et F'deux espaces, f une application de F dans F et F une tribu sur F. Montrer
que & == {f7'(A),A € F} est une tribu sur E. La fonction f : (E,&;) — (F,F)
est-elle mesurable 7

2. Supposons E =R, (F,7) = (R, B(R)) et f:x — x2.
— Montrer que &;:= {A € B(R),A = —A}.
— (*) Déterminer I'ensemble des fonctions mesurables de (R, ;) dans (R, B(R)).

Exercice 28.

Dans cet exercice, p est une mesure sur (R, B(R)) qui vérifie les conditions suivantes :

Cl Vz e R, p({z}) =0.
C2 Pour tous réels a < b : u([a,b]) < 4oc.

1. La mesure de Lebesgue A sur R vérifie-t-elle ces conditions ? Et la mesure de Dirac ¢, 7
Quid de la loi d’une variable de Poisson de parameétre a > 07 et de la loi d’une variable
uniforme sur [0, 1] ?

2. Calculer lim,,_,p (] —
3. Calculer u(Q).
4. Soit A € B(R). On définit la fonction f, comme suit :

; :{ R — [0, +oo]
230

S|

)

SI=

Pourquoi la fonction f, est-elle bien définie ? Calculer f,(x) pour A = Q.

5. On suppose dans cette question que p = A. Représenter graphiquement l’allure de f,
pour A =R.

6. Méme question pour A = [0, 1].
Exercice 29.

(Mesure image)

Situation générale. Premiers exemples. Soient (F, 7 ) et (G, 3G) des espaces mesurables,
¢ : F' — G une fonction mesurable. Soit x4 une mesure sur (F, ). On définit v: § —
0, +00] par v(4) = (67 1(A)).

1. Montrer que v est une mesure sur (G, ). On dit que c’est la mesure image de
par ¢, et on la note également ¢ o p.
2. On choisit = d,, ot a € F, et on suppose dans cette question que les singletons
sont des éléments de G. Déterminer ¢ o 9,.
3. On suppose que p est une mesure de probabilité sur (F, %) (i.e. 1 est une mesure
vérifiant p(F) = 1). On fixe B € & et on choisit (G, 9) = (R, B(R)). Déterminer
(1p) o p.
Variable aléatoire. Image d’une variable aléatoire : Il est important de noter que la
définition de “loi” d’une variable aléatoire réelle est étroitement liée a la notion de mesure

image. Par exemple, supposons (€2, F,P) est un espace probabilisé, et que X :  — R est une
variable aléatoire réelle (c’est-a-dire que X définit une application mesurable de (2, F) vers
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(R,B(R))). Alors la loi de X, notée Py, n’est autre que la mesure image X o P, qui est une
mesure de probabilité sur (R, B(R)).

Supposons maintenant que X est une variable aléatoire réelle de loi Py, et que f: R — R
est borélienne. Quelle est la loi Py de la variable aléatoire Y = f(X)?

4 Convergence(s)
Exercice 30.

(LFGN et TCL)

%Soit X une variable aléatoire & valeurs réelles, rappelons que %® 4 (f) :== E [exp(it.X)].
Soient X un variable aléatoire réelle, telle que E[|X|] < oo,
et (X;,7 > 1) une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées, de méme loi
que X. On fixe z; € R et on définit Sy =z, S,, = z( + Z?Zl X;,n>1.

1. Pour n € N, exprimer ®g ,, en fonction de n, z,, ® . La suite de fonctions (q)Sn/n)ne[N
possede-t-elle une limite simple ?

2. On suppose ici que X est tel que E[X] =0, E[X?] = 0% < co. Pour n € N, exprimer
&5, en fonction de n,zy, ¢ . La suite (Ps, ), possede-t-elle une limite simple ?

n

E

Exercice 31.

On joue a un jeu équilibré, on remporte un euro a chaque main gagnée, et on perd un
euro a chaque main perdue. On note G,, le gain algébrique lorsque n mains ont été jouées.

1. Soit @ > 0, A > 0 fixés. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Chebychev, trouver un
majorant de la quantité P(G,, > An®). Interpréter le résultat.

2. Discuter I'ordre de grandeur, lorsque n — oo, de la borne obtenue en fonction de A et
a. Peut-on étre plus précis sur 'ordre de grandeur de P(G,, > An®) lorsque a < 1/27
Qu’obtient-on en particulier lorsque o = 1/27

Exercice 32.

(Convergence en loi d’une variable uniforme)

1. Soit, pour n > 1, X, ~ Unif({1,...,n}) (i.e Vi € {1,..,n}, P(X,, =1i)=1/n). Montrer
que la suite n71 X, posséde une limite en loi, que 'on déterminera.

2. On considere maintenant X,, ~ Unif ({2%, 2%, e S—Z}) . Montrer que X,, possede une
limite en loi. Voyez-vous le lien avec la définition de 'intégrale de Riemann ?

Exercice 33.

Géométrique et exponentielle

1. Soit A > 0 et X ~ exp(A). Montrer que [ X| suit une loi géométrique dont on déterminera
le parametre en fonction de .

2. Le but de cette deuxieme partie est de montrer comment on peut “construire” une

variable exponentielle & partir d’une variable géométrique. Dans la suite A > 0 est fixé.

3. On rappelle qu'une variable géométrique de parametre p représente I'indice de premier
succes d’une suite d’essais i.i.d, ~ Ber(p). \ Pour § > 0 on considére Y ~ Geom(ps) ou
Ds = OA.

Calculer P(Y; > m) en fonction de m, ¢.

M1 ISIFAR 33 MA1AY010



Probabilités et Extrémes TD |

4.

On suppose que les tentatives suivant une loi de Bernoulli ont lieu aux temps ¢, 24, 39, ....
Montrer que la probabilité qu’aucun succes n’ait été observé jusqu’au temps t converge
vers e M lorsque 6 — 0 (On remarquera que lorsque d est treés petit, au temps ¢, environ
t/d tentatives ont eu lieu). Ainsi, le temps de premier succes est approximativement
une variable exponentielle de parametre .

Exercice 34.

Approzimation de la loi binémiale par une loi de Poisson
On rappelle qu'une variable X qui suit la loi de Poisson de parametre A > 0 vérifie
P(X = k) =exp(=A\)N*/kL k€ N

1.
2.

Que vaut E[X], Var[X]?

Soit Y,, ~ Bin(n,p,,), avec np,, — A > 0. Montrer que, pour k € N fixé, P(Y,, = k) —
P(X = k) lorsque n — oo, np,, — A.

. Application : Un avion transporte 416 passagers. La compagnie aérienne qui 'affrete

a remarqué qu’en moyenne, un passager qui réserve sa place ne se présente pas a
I’enregistrement avec probabilité 0.01, et pour simplifier on suppose que les événements
de présence des passagers sont mutuellement indépendants. Afin d’anticiper les ab-
sences, la compagnie vend 420 réservations pour chacun des vols de I’avion. Sur quelle
proportion de vols la compagnie sera-t-elle forcée de refuser des clients (on utilisera une
approximation poissonienne de la loi binémiale) ?

. Méme question, mais on utilisera cette fois le théoreme de la limite centrale pour évaluer

la proportion.
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FIGURE 1 : Intégrale II(¢) de la Loi Normale Centrée Réduite N (0; 1)

M1 ISIFAR 35 MA1AY010



	Variables aléatoires réelles
	Fonctions de répartition
	Densités
	Lois usuelles, calculs de loi

	Lois jointes
	Exemples divers
	Le cadre gaussien

	Notions de théorie de la mesure
	Convergence(s)

